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1. Sejam Pi, P, e P; trés problemas tais que Pi o, P> @310, P3 (i€, Py é redutivel a P, em
tempo linear e P, a P3 em tempo n?logn). Assuma a hipétese de que Py é Q(nlogn). Assuma
também que vocé conhece um algoritmo O(n?) para resolver P3. Discuta as afirmagoes abaixo.

(a) O que vocé pode dizer sobre a complexidade de resolugao de P, ? Qual a complexidade
do melhor algoritmo que vocé conhece para P, 7
(b) Todo algoritmo que resolve P, tem que gastar pelo menos tempo quadratico (P é Q2(n?)).
(¢) Q(nlogn) é um limite inferior para a complexidade de P.
(d) P, pode ser resolvido no pior caso em tempo O(n log n).
2. Sejam P; e P, dois problemas tais que P agn P,. Assuma a hipdtese de que P, € N P—completo.

Assuma também que vocé conhece um algoritmo O(n?) para resolver P,. Discuta as afirmagoes
abaixo.

(a) P, € NP — completo.

(b) P, tem algoritmo polinomial para a sua resolugao.

(c) Somente algoritmos de complexidade exponencial resolvem P;.
(d) Somente algoritmos de complexidade exponencial resolvem P;.

3. Defina as classes de problemas P, NP e N P—completo Relacione estas classes e dé um exemplo
de problema para cada classe.

4. Seja P o conjunto dos problemas para os quais existem algoritmos deterministicos polinomias
para a sua resolucao . Seja NP o conjunto dos problemas para os quais existem algoritmos
nao-deterministicos polinomias para a sua resolucao . Naturalmente P estd contido em NP.
Considere os problemas P, € P e P, € NP — completo. Indique se cada afirmacao abaixo é
verdadeira, falsa ou se nao se sabe.

(a) Conhece-se uma redugdo de P, para P, que toma tempo polinomial (O(n*)).

(b) Se existe um algoritmo deterministico polinomial para a resolugdo de P, entao podemos
afirmar que P, € NP — completo assim como P, € P.

(c) P, é pelo menos tao dificil quanto 3 — SAT.
(d) 3 — SAT é pelo menos tao dificil quanto Ps.



(e) Conhece-se uma reducao de P, para P; que toma tempo polinomial.

5. Sabe-se que o problema (MC), abaixo, pertence a NP-completo. Use este conhecimento para
provar que (MSS) também pertence a NP-completo.

Clique-Maximo (MC) - Dado um grafo nao-orientado G' = (V, A) e uma constante K. Pergunta-
se se este grafo G possui um clique (isto é um sub-grafo completo) de cardinalidade maior ou
igual a K.

Estéavel-Méaximo (MSS) - Dado um grafo nao-orientado G = (V,A) e uma constante K.
Pergunta-se se este grafo G possui um conjunto de vértices independentes (isto é, um con-
junto de vértices onde nao existe aresta entre nenhum par do conjunto) de cardinalidade maior
ou igual a K.

(Dica: Siga os passos para provar que um problema é NP-completo. A reducao pedida aqui é
muito, mas muito simples. Leia com cuidado e desenhe exemplos dos problemas).

6. Prove que os problemas abaixo pertencem a NP. Em seguida, apresente uma relaxagao
(aceitavel, a melhor que vocé pode conseguir) e calculdvel em tempo polinomial para as versoes
de otimizacao de cada um deles.

(a) Arvore Geradora Minima com restricdo de Grau (AGG) - Dado um grafo nao-orientado
G = (V,E), pesos w, € E e constantes K e C.

Pergunta-se se este grafo GG possui uma arvore geradora cujo grau em nenhum dos vértices
seja superior a K e cuja soma dos pesos das arestas nesta arvore seja no maximo C.

(minimize C)
(b) Clique-Méaximo (MC) - Dado um grafo nao-orientado G = (V, A) e uma constante K.

Pergunta-se se este grafo G possui um clique (isto é um sub-grafo completo) de cardinal-
idade maior ou igual a K.

(maximize K)

(c¢) (MS): Dados um conjunto de maquinas M = {my, ma,...,m,} e um conjunto de tarefas
T = {t1,t2,...,t,} cada uma com uma duracdo d; € Z, i = 1,...,q onde d; associada
e uma constante K. Considerando-se que as tarefas podem ser atribuidas a qualquer
maquina indistintamente. Pergunta-se se existe uma atribuicao das tarefas as p maquinas
tal que o instante em que a tltima tarefa é terminada é menor ou igual que K (Isto é, a
duragao total é inferior ou igual a K).

(minimize K)

7. Considere a multiplicacao de n matrizes Ay, ..., A,. Considere também que denota-se o pro-
duto das matrizes Ag.Apiq..... A, por Ai , e que as dimensoes das matrizes sao dadas por
d X dyy1 para a matriz Ag. Assim, A, , terd dimensao d; X d,11.

Aqui a multiplicacao de pares consecutivos de matrizes Ay.Ag.1 é feita calculando

diy1

k.k+1 __ k k+1
i = Z Qi p-Cp,j
p=1

para todo par (i, 7) que é elemento de Ay.Ax,; e onde af’ ; representa o elemento (i, j) da matriz
Ay



Observe que a multiplicacao de 3 matrizes Ay, Ay e As, pode ser feita de duas manieras:
((A1.A3).A3) e (A1.(A3.A43)). (De quantas maneiras pode-se obter o produto de n matrizes ?)

Observe também que para cada maneira de se multiplicar n matrizes pode-se ter que realizar
um numero diferente de multiplicagoes. Quantas sao ?

Apresente um algoritmo para determinar a maneira de se multiplicar as n matrizes que utiliza
o menor numero de multiplicacoes. Analise a complexidade do algoritmo proposto. A com-
plexidade é polinomial 7 Qual a complexidade menor possivel que um algoritmo que resolve
este problema pode ter ?

. Um comerciante possui um armazém que utiliza para suprir seus clientes de um tnico produto.
O seu armazém pode guardar até C' unidades do produto. Para as proximas T semanas o
comerciante TEM que atender as demandas dos seus clientes que somam d; para a semana t,
onde t = 1,2,...,T. Além disso, ele possui so(< C') unidades em estoque antes do inicio da
primeira semana, e ja negociou com os fornecedores os pregos unitarios p; (t = 1,2,...,7T).
Ele deseja planejar o atendimento dos seus clientes de modo a gastar o minimo possivel com a
compra do produto.

Ajude ao comerciante a definir a sua estratégia 6tima de compra do produto nas semanas
t=1,...,T.

(a) Apresente o algoritmo que obtém a estratégia de compra de menor custo e atende as
demandas dos seus clientes.

(b) Analise a complexidade do algoritmo proposto. A complexidade é polinomial ? Qual a
complexidade menor possivel que um algoritmo que resolve este problema pode ter ?

(c) Execute o seu algoritmo sobre a seguinte instancia: C' =12, T = 5,50 =3, d; =7, dy = 4,
ds =15,dy =10, ds =7Tep, =3, po =4, p3 =7, ps =6, p; = 8. Informe quanto o
comerciante deve comprar em cada semana e o seu custo total.

. Considere um tabuleiro de xadrez e um rei que estd inicialmente na posi¢ao (1,1) (as posigoes
do tabuleiro sao representadas por (i,7) onde 1 <i < 8 e 1 < j < 8). Para cada posicao do
tabuleiro estao associados um prémio p;; e um consumo ¢;; (o prémio pode ser em USD(!!) e
o consumo em litros de gasolina, por exemplo). Os prémios e 0s consumos assumem somente
valores positivos. O rei tem inicialmente () unidades para consumir e pode passar quantas
vezes quiser em cada posi¢ao do tabuleiro e a cada vez receber o prémio e, naturalmente,
consumir os seus recursos. Ao final (do passeio) o rei tem que estar de volta na posigao

(1,1).

(a) Proponha um algoritmo para determinar o caminho que o rei deve fazer para obter o
maior total possivel em prémios.
(Dica: Suponha que vocé conhece a solugdo que obtém o maior total em prémios dado que
o rei estda em cada uma das posicoes do tabuleiro e para cada consumo possivel. Escreva
agora o teorema do passo indutivo reforcando a hipétese indutiva. A prova por inducao
matematica (simples) de que vocé sabe resolver o problema do rei leva ao algoritmo).

(b) Analise a complexidade do algoritmo proposto. A complexidade é polinomial 7 Qual
a complexidade menor possivel que um algoritmo que resolve este problema pode ter ?
Qual a complexidade deste problema 7

(c) Suponha que Q = 7 e que ¢;; = 1 e p;j = 2%i+ 3% para todo (7, 7). Determine o caminho
em que o rei acumula o maior total possivel de prémios. Repita o calculo modificando
apenas pos = 100 e mantendo os demais valores.



10.

11.

12.

Considere que um ladrao possui um caminhao (:-)) cuja capacidade de peso é P e de volume
¢ V. Este ladrao esta assaltando um almoxarifado de um museu que contém n objetos. Em
visita anterior, o ladrao levantou para cada objeto j o seu prego f;, o seu peso p; e o seu volume
vj (para j = 1,...,n). Para escolher os objetos que é capaz de colocar no seu caminhao que
maximizam o valor total do furto, o ladrao utilizou um algoritmo de programacao dinamica
que utiliza a seguinte recursao:

F(j,p,U) :ma‘X{F(j - ].,p,U),F(j - ]-7p_pjav_v])+f]}

(a) Explique como esta recursao é utilizada pelo ladrao para obter o furto 6timo. Explique o
que representa F'(j,p,v), como é obtida e para que valores de j, p e v a cada iteracao (o
faz um iteracdo e como é a sua inicializacao).

(b) Qual é a complexidade do algoritmo resultante ?

(c) Aplique este algoritmo na seguinte instancia de furto: P =3, V =6, n = 3, fi = 4,
pr=2v=2 fr=5,p=21=2 fy=3ps=1ecuvg=2.

Considere o seguinte jogo: Dada um sequéncia de n (n é par) cartas enfileiradas com valores
positivos e inteiros vy, vs, ..., v, abertos (conhecidos). Dois jogadores J1 e J2 alternam a vez
de jogar. Uma jogada consiste em pegar uma carta de uma das pontas (a carta 1 ou a n no
inicio, a 2 ou a n se o primeiro a jogar pegou a carta 1, ou 1 ou a n — 1 se ele pegou a carta
n). Vence aquele cuja soma dos valores das cartas que pegou for maior.

(a) Apresente uma sequéncia de cartas onde o primeiro jogador nao pega, no final, o maior
valor total possivel se ele escolhe a carta de maior valor na primeira jogada. (Ou seja,
mostre que a estratégia gulosa nao funciona para este problema.)

(b) Proponha um algoritmo que calcule a estratégia étima para o primeiro jogador. Este
algoritmo deve executar em O(n?). Uma estratégia étima é a informagao necessdria para
que o jogador 1 determine cada uma das suas jogadas em O(1) de modo que obtenha no
final o maior valor possivel.

Considere o problema abaixo, para o qual existe uma prova de que sua versao decisao é NP-
completo.

Arvore Geradora Minima com restrigao de Grau (AGG):
Instancia: Um grafo nao-orientado G = (V, E), pesos w, € E e um inteiro K.

Problema: Encontrar uma arvore geradora de G onde nenhum dos vértices tem grau superior
a K e cuja soma dos pesos das arestas nesta arvore geradora seja minima.

(a) Enuncie a versao decisao de AGG e prove que pertence a NP.
(b) Sejam os algoritmos abaixo:

i. Selecione as menores |V| — 1 arestas de E e calcule a soma das mesmas. Retorne este valor e este
conjunto de arestas.

ii. Encontre o conjunto das |V| —1 arestas que correspondem & drvore geradora minima de G e calcule
a soma das mesmas. Retorne este valor e este conjunto de arestas.

iii. Ordene as arestas em ordem nao-decrescente de valor. Inicialize T', um conjunto de arestas, como
um conjunto vazio. Percorra a lista ordenada de arestas, inserindo em 7T’ sempre as arestas que nao
formam um ciclo no grafo G’ = (V,T). Quando |T| = |V| — 1 pare. Retorne T e o valor da soma
das arestas em 7.



(c)

(2)

iv. Ordene as arestas em ordem nao-decrescente de valor. Inicialize T, um conjunto de arestas, como
um conjunto vazio. Percorra a lista ordenada de arestas, inserindo em 7" sempre as arestas que nao
formam um ciclo no grafo G’ = (V,T) e ndo tornem o grau de nenhum vértice em G’ maior que K.
Quando |T'| = |V| — 1 pare. Retorne T e o valor da soma das arestas em T

Para cada um dos algoritmos acima, apresente sua complexidade (em funcao de n = |V/|
e m = |E|) e justifique-as através da descrigdo das estruturas de dados utilizadas e da
complexidade de suas respectivas operagoes.

(0.5) Quais dos algoritmos acima retornam uma solucao (viavel) para o problema (AGG) ?

Quais dos algoritmos acima retornam um valor garantidamente inferior (melhor) ao valor
da solugao 6tima do problema ? Ou seja, quais deles sao classificados como relaxagoes ?
Qual deles seria a melhor relaxacao ? Por que ?

Aplique os seu algoritmos iii) e iv) na instancia abaixo.

Grafo: |V| =7, K = 3, pesos das arestas existentes wis = 3, wo3 = 4, wgy = 5, wys = 6,
wse =7, wig =2, wir = 1, wor = 1, wgr = 1, wyr = 1, wsr = 1, wer = 1.

Qual o novo valor obtido pelo algoritmo em iii) quando obriga-se a aresta (5,6) a pertencer
ao conjunto resposta 1" ?

13. Considere os seguintes problemas:

(GBS)

(PART)

(CMC)

Instancia: Um alfabeto finito X, um string x € ¥*, e um inteiro positivo K.

Questao: Existe uma sequéncia de K ou menos swaps (troca de dois caracteres adjacentes)
que transforma z em um string y onde caracteres iguais formam sequéncias continuas 7 (ILe.,
sequéncias como aba nao ocorrem em Y).

Instancia: Dado um conjunto de elementos X = {x1,z2,...,2,} e seus respectivos tamanhos
T = {ty,t2,...,t,}, onde t; é um inteiro para todo 1.

Questao: Existe um subconjunto S de X tal que Y ¢, = > 7
z; €S r,€EX—S

Instancia: Dados um grafo orientado G = (V, A) com comprimentos positivos associados aos
arcos (i,j) € A, dois vértices s,t € V e um inteiro K.

Questao: Existe um caminho do vértice s ao vértice ¢t que possua comprimento menor ou igual
aK?

Prove que os problemas acima pertencem a N P.

Dado que (PART), acima, é NP-completo, prove que (HSP), abaixo, também é NP-
completo. (Um problema P; NP-completo é um problema que pertence a NP e no qual é
possivel transformar, em tempo polinomial, qualquer problema em NP nele, i.e. P01, P2
VP, € NP).

(HSP) Instancia: Dado um conjunto de elementos N = {1,2,...,n}, e respectivos pesos
inteiro A = {ay,as,...,a,} ¢ B={by,bs,...,b,}, e uma constante C.

Questao: Existe um subconjunto S de N tal que

Dies Gi
Zies bi
¢ maior ou igual a C.

Dica: observe que a maior razao é aquela que tem o menor denominador (1 por exemplo).
Construa uma instancia de (HSP) equivalente a uma instancia de (PART).



14. Considere a versao otimizac¢ao do problema (GBS), esta pertence a NP-dificil:

(GBS) Instancia: Um alfabeto finito 3, um string x € ¥*, e um inteiro positivo K. Problema:
Encontrar uma sequéncia com nimero minimo de swaps (troca de dois caracteres adja-
centes) que transforma z em um string y onde caracteres iguais formam sequéncias continuas 7

(Le.,

Alg 1:

Alg 2:

sequéncias como aba nao ocorrem em Y).

Ordene os elementos de X presentes em z em ordem lexicografica (alfabética) e obtenha o
string final, y, fazendo cada caractere aparecer exatamente o nimero de vezes que aparece
em x. Comecando da esquerda, faca os swaps necessarios em x para colocar o caractere
mais préximo na posicao que estd em y, obtendo um novo string x. Repita até que o x
esteja idéntico a y. Contabilize o niimero de swaps e retorne este valor.

Para cada par de caracteres iguais presentes em x, encontre o niimero de swaps necessarios
para coloca-los juntos. Encontre o nimero minimo de swaps para cada caractere diferente.
Retorne o maior destes valores (minimos para cada carctere diferente).

Execute os algoritmos acima na instancia:
cbaaababdbacca

Analise a complexidade dos algoritmos 1 e 2 acima. O tamanho da entrada n é o niimero
de caracteres em x. (Encontre as fungdes Q2 e O).

Qual dos algoritmos acima obtém uma “solucao viavel” para o GBS 7 Por que este nao
obtém consistentemente o menor nimero possivel de swaps ?

Qual dos algoritmos retorna um limite inferior para o nimero de swaps 7 (L.e. é uma
relaxacao). Prove que o valor que este algoritmo retorna é garantidamente um limite
inferior (argumente!).

Proponha um algoritmo que encontre sempre o nimero minimo de swaps, ou seja a re-
sposta 6tima para GBS.



