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PROJETO E ANALISE DE ALGORITMOS (INF 2926)

2¢ Lista de Exercicios

1. Considere o problema de determinar o Fluxo Maximo de um vértice s a um vértice t em um
grafo orientado G = (V| E) onde os arcos e € E tém capacidade igual c.. Lembre que uma
rede residual associada a um fluxo f = (f., e € F) possui para cada arco e = (u,v) um arco
(u,v) com capacidade ¢, — f. se ¢ — fo > 0 e um arco (v,u) com capacidade f, se f. > 0.
Considere agora o algoritmo para encontrar o fluxo méximo de s para t em um grafo, abaixo:

Algoritmo FluxoMaximo (s - fonte, t - sumidouro)

Passo 0:

Passo 1:

(b)

Inicializacao

Seja f = (f1,..., fm) o fluxo corrente nos arcos de E, |E| = m. Seja R(f) a rede residual do grafo
G = (V, E) dado o fluxo corrente f.

f+(0,...,0)

Tteracao

Enquanto existe caminho de s a t em R(f) faca

1.1 Encontre o caminho mais curto (em ntmero de arcos) de s a t em R(f). Seja pl,...,pk esse
caminho (que tem k arcos).

1.2 Seja g = e:;?fin " r(e) onde r(e) é a capacidade do arco e na rede residual R(f).

1.3 Atualizacdo de f R(f): Para e = pl,...,pk faga f. < fc+q; Atualize R(f).

Seja o grafo G = (V,E) onde V = {1,2,3,4,5,6} e E = { (1,2,3), (1,3,3), (1,4,2),
(2,5,4), (3,4,1), (3,6,2), (4,2,1), (4,6,2), (5,4,1), (5,6,1)}, onde os trios (u,v,c) in-
dicam os vértices de partida e de chegada e a capacidade do arco. Deseja-se encontrar o
fluxo maximo de 1 para 6.

Considere que todos os arcos do grafo G possuem capacidade unitéria (c, = 1, para todo
e € E). Sabendo que o fluxo méximo nao pode, neste caso, exceder m, mostre que a
complexidade do algoritmo FluxoMazimo é O(m?).

2. Considere um mapa rodoviario e um motorista que tem que ir do vértice s ao t. O mapa
¢ representado pelo grafo G = (V, E), nao-orientado onde os valores associados as arestas
e € E, h,, correspondem as altitudes das estradas correspondentes aos trechos. O motorista
nao gosta de altitude e quer fazer o caminho que minimiza a maior altitude que ele vai passar.
Proponha uma algoritmo que encontre esse caminho (Dica: utilize um algoritmo de arvore
geradora minima). Qual a complexidade do seu algoritmo ? Tem que ser O(n?).



3. Uma floresta é um grafo sem ciclos. Seja um grafo G = (V, E), nao-orientado onde os pesos
das arestas e € E sao dados por w,. Proponha um algoritmo para encontrar uma floresta
com k arestas, K < n — 1, de peso total minimo. Sua complexidade tem que ser O(n?) ou
inferior. Qual seria a complexidade utilizando o algoritmo de Kruskal ? Projete um algoritmo
de complexidade O(K'm log K') para esse problema.

4. Uma 1-arvore geradora minima pode ser obtida adicionando-se a arvore geradora minima a
menor aresta que nao pertence a mesma. Suponha agora que essa aresta adicional precise estar
conectada a um dado vértice v, isto é o tnico ciclo da 1 arvore deve conter o vértice v e apos
a remocao de uma aresta ligada ao vértice v deve restar uma arvore. Proponha um algoritmo
para encontrar uma l-arvore geradora minima com esta restrigao.

5. Considere que a arvore geradora de peso minimo (AGM) de G = (V, E)), nao-orientado onde
os pesos das arestas e € F sao dados por w,., é conhecida. Considere agora que um novo
vértice foi acrescentado a GG com arestas para todos os vértices em V. Proponha um algoritmo
para encontrar a nova AGM. Seu algoritmo deve excutar em O(n log n) ou menos. Tente
encontrar um algoritmo O(n), existe.

6. Seja o grafo G = (V,F) onde V = {1,2,3,4,5,6} ¢ £ = {(1,2,5), (1,3,2), (1,4,2), (2,5,2),
(3,4,1), (3,6,6), (4,2,1), (4,6,7), (5,4,1), (5,6,3)}, onde os trios (u,v,!) indicam os vértice
de partida, de chegada e a distancia do arco.

(a) Aplique o algoritmo de Ford-Bellman (”Corre¢ao de Rétulos”) para encontrar os c.m.c.’s
do vértice 1 aos demais.

(b) Aplique o algoritmo de Dijkstra para encontrar os c.m.c.’s do vértice 1 aos demais.

(c) Suponha agora que os arcos nao tem orientacao, ou seja se existe o arco (u,v,[), também
existe o arco (v, u,l), e aplique o algoritmo de Kruskal para encontrar a Arvore Geradora
Minima de G.

(d) Ainda supondo que os arcos nao tem orientacao, aplique o algoritmo de Prim para en-
contrar a Arvore Geradora Minima de G.

e) Ainda supondo que OS arcos nao tem orientacéo, aplique o algoritmo de FlOYd— Warshall
s g
para encontrar os c.m.c.’s entre todos os pares de vértices.

7. Considere o algoritmo de Dijkstra para encontrar o caminho mais curto entre um vértice fonte
e os demais vértices de um grafo orientado G = (V, ') onde a distancia associada a um arco
e € F é dada por I, = l,, onde v e w sao o vértice de partida e de chegada do arco e,
respectivamente. (As complexidades devem ser obtidas em func¢ao de n = |V] e m = |E|).

Algoritmo Dijkstra (s - fonte)

Passo 0: Inicializacao
Seja S o conjunto de vértices com caminho mais curto a partir de s determinado, e S seu
complemento (S =V —5).
S+ 0
d(i) < +oo Vi e V;
d(s) < 0; pred(s) <« 0;
Passo 1: [teracao

Enquanto S C V faca



10.

11.

12.

1.1 Encontre v € S t.q. d(v) = min d(w)
weS

1.2 S« SU{v}; S« S\ {v};
1.3 Para todo w € I'" (v)
Se d(v) + lyw < d(w)
entdo d(w) < d(v) + lyw; pred(w) < v;

Responda aos itens abaixo:

(a) Considere que o passo 1.1 é realizado através do uso de um vetor que armazena os valores
d(i), i=1,...,n. Qual a complexidade desta implementagao do algoritmo de Dijkstra ?

(b) Qual a complexidade global do passo 1.1 7 E do item 1.3 7

(c) A implementagao que utiliza uma d-Heap para armazenar d(i) faz uso das operagoes
remove — topo(H) no passo 1.1 e reduz — chave(H, posicao(v), novo — valor) no passo
1.3. Reescreva estes passos utilizando estas operagoes e analise a complexidade global do
algoritmo.

(d) Considere agora que todas as distancias l,,, sao inteiros e que C' = max(y,w)ek low (qual
a maior distancia possivel em um caminho ?). Observe que a distancia d(v) do vértice
selecionado no passo 1.1 a cada iteracao é maior ou igual a do vértice selecionado na
iteragao anterior. Considere que buckets (ou caixas) sdo criadas para os valores de 0 a
nC. Cada bucket utiliza uma lista duplamente encadeada para armazenar os vértices v
tais que d(v) tem o valor correspondente ao bucket. Um vetor (d) é utilizado para indicar
em que bucket estd armazenado.

i. Escreva os passos 1.1 e 1.3 utilizando a estrutura descrita acima.

ii. Analise a complexidade deste algoritmo. Qual seria a complexidade deste algoritmo
quando as distancias sao dadas pelo ntimero de arestas no caminho ?

Considere o problema de encontrar o caminho-mais-curto entre todos os pares de vértices onde
os arcos do grafo orientado G = (V, F) podem assumir valores negativos.

(a) Proponha um algoritmo para determinar se o grafo possui ciclo negativo. Analise sua
complexidade.

(b) Proponha um algoritmo que, nos casos em que um ou mais ciclos negativos estao presentes
em (G, indique os pares de vértices que possuem caminhos-mais-curtos entre eles em G,
ou seja cmce’s que nao passam pelos ciclos negativos.

(C,.L & R, 1990, ex. cap 24-1 ou C, L, R & S, 2001, ex. cap 23-1 ) “Second best minimum
spanning tree”

(C,.L & R, 1990, ex. cap 25-1 ou C, L, R & S, 2001, ex. cap 24-1 ) “Yen’s improvement to
Bellman-Ford”

(C,.L & R, 1990, ex. cap 25-3 ou C, L, R & S, 2001, ex. cap 24-3 ) “Arbitrage”
Prove que é verdade ou que é falso (nesse caso apresentando um contra-exemplo).

(a) Se todas as distancias dos arcos sao diferentes, entao a arvore de c.m.c. (de s aos outros
vértices do grafo) é tnica.
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(b) Considere a distancia dos c.m.c. de s aos outros vértices do grafo. Se a distancia de cada
arco é aumentada de k unidades (ou seja [, < l,, + k para todo arco e = (u,v) € E), as
distancias dos c.m.c. aumentam de um multiplo de k.

(c) Se forem retiradas a orientagoes dos arcos de um grafo orientado G (i.e. passa ser possivel
passar nos dois sentidos), as distancias dos c.m.c.’s permanecem as mesmas.

(d) Entre todos os c.m.c.’s existentes entre dois vértices em um grafo, o algoritmo de Dijkstra
sempre acha o c.m.c. que possui o menor nimero de arestas.

Considere o c.m.c. entre um par de vértices em um grafo orientado G = (V, E), s e t por
exemplo. Um arco vital com respeito a esse c.m.c. é um arco que, se retirado do grafo, a
distancia do c.m.c. de s a t aumenta. O arco mais vital é aquele cuja retirada causa o maior
aumento.

e Proponha um algoritmo para encontrar o arco mais vital dados G = (V, E), s e t.

e Analise a complexidade do seu algoritmo.

Seja G = (V, F) um grafo orientado e aciclico, com distancias [, para e € E , e s um vértice a
partir do qual existe caminho para todos os demais vértices do grafo. Proponha um algoritmo
com complexidade O(m), m = |E|, para encontrar os c.m.c.’s de s aos outros vértices do grafo.
(Dica: use ordenacao topoldgica.)

Suponha que foram obtidos os c.m.c.’s de s aos outros vértices de G e a arvore de c.m.c.
é conhecida. Suponha agora que as distancias de todos os arcos deve ser aumentada de k
unidades (ou seja I/, < l,, + k para todo arco e = (u,v) € E). Proponha um algoritmo O(m)
para obter os novos c.m.c.’s.



