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1 Introducao

Um algoritmo (ou jogo) de Online Convex Optimization (OCO) pode ser descrito da seguinte
maneira:

Algorithm 1 Online Convex Optimization

P CR"

fort=1,.,Tdo
Algoritmo escolhe um ponto no playing set (z¢ € P)
Adversirio escolhe funggo de perda ft
Algoritmo observa funcgdo de perda f;

end for

AN

T

Objetivo do algoritmo: min ) f;(z;). Vamos comparar nossa fung¢do objetivo com o 6timo
=1
que escolhe apenas um z, isto €:

T T
miant(xt) < géi}ngt(x) + Regret (1)
t=1 t=1

Note que o OCO nada mais € do que uma generalizacdo do jogo dos experts. Por exemplo,
basta fazer:

P=A"
ft(‘r> =< ltax >

E obtemos o problema dos experts.

Nesta aula vamos analisar algoritmos para a resolucdo de problema desta classe (OCO), que
generalizam os problemas vistos até entdo no curso.

Primeiramente vamos falar do algoritmo "Follow the Leader"(FTL) e vamos analisar o seu
REGRET. Uma boa referencia do FTL, para mais detalhes ou coisas especificas, pode ser visto em
[3].

Vamos ver que o FTL ndo €, em algum sentido, estdvel, e isso faz com que o mesmo tenha
alguns resultados relativamente longe do 6timo. Com isso, o algoritmo Follow the Regularized
Leader (FTRL) € introduzido, de forma a melhorar a estabilidade do FTL, e obter melhores resul-
tados de Regret. [3] também € uma boa referéncia para o FTRL.



2 Follow the Leader

O FTL € a primeira ideia trivial que temos ao pensar num algoritmo para resolver o OCO. Pois ao
avaliar a funcdo de perda f1, ..., f;_1, 0 algoritmo pode, de forma gulosa, escolher o x que minimiza
a perda considerando todas as fun¢des de perda vistas até entdo. Em outras palavras:

Algorithm 2 Follow the Leader

1: 2z, é arbitrario em P
2: fort=2,.Tdo

t—1
3: x¢ € arg min >, fr(xt)
zte€P

4: end for

Para exemplificar o comportamento do algoritmo num caso concreto, suponha que:

P =A? )
fi(z) =< (0.1,0), 2 > 3)
fo(z) =< (0,1), 2 > 4)
fs(z) =< (1,0), 2 > (5)
fa(z) =< (0,1),z > (6)

Solugdes do FTL:
e 1, é qualquer coisa

e Perda vista até T — 1: 0.1z1 + Oxy. Solugdo: x5 = (0, 1)

Perda vista até 7" — 1: 0.1z + lzs. Solugdo: x5 = (1,0)
e Perda vista até 7' — 1: 1.1z + 1z,. Solugdo x4 = (0,1)
o ...

Note que o que acontece € que o FTL vai trocando bruscamente de solug@o a cada iteracio,
pois a cada uma delas a funcdo de perda faz com que a solu¢do de minimo mude entre os experts,
pois eles vao trocando de quem € melhor e pior.

Agora vamos avaliar quanto custa o algoritmo com as fun¢des de perda reais.

e { = 1 qualquer perda
o t=2:21=0,29=1,Perda=0z7 + 192 =1
et =3:x1=1,290=0,Perda=129 + 029 =1

ot =4:21=0,29=1,Perda=0z9 + 19 =1
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Desta forma, o algoritmo teve o pior desempenho possivel, com custo total ~ 7'.

Para compararmos a performance do algoritmo, vamos considerar o "Otimo fixo", isto &, o
algoritmo offline 6timo que s6 pode tomar uma tinica decisdo, neste caso a perda do mesmo seria:
OPT ~ %, pois escolheria um dos x e teria perda = 0 metade do tempo e perda = 1 na outra
metade. Assim podemos ver que o REGRET do FTL, neste caso, é:

T

Regretpr, = PERDA — OPT =T — 3

T
RegretFTL = 5 (7)

Sendo assim, lembrando que trata-se de um problema genérico do jogo dos experts, a fim de
comparagio, o regret do MWU em fungio do T era na ordem de v/T (para mais detalhes, verificar
em [1]), o que nos dava o resultado interessante de que na média, nosso regret em relagdo ao OPT
era perto de 0.

Sendo assim, concluimos que o FTL na verdade tem uma performance muito baixa comparado
com outros tipos de algoritmos para resolver problemas similares, sendo assim € necessdrio alguma
outra solucao melhor.

Podemos verificar que o problema do FTL é que o mesmo fica trocando muito abruptamente
de solugdo, o que o deixa muito exposto a avaliagdo das func¢des de perda sem se preocupar com
as decisOes anteriores em algum sentido. Com isso em mente, vamos ver o Lemma 2.1 que mostra
um bound para o Regret do FTL, com considerac¢des sobre sua estabilidade:

Lemma 2.1. (BTL-FTL) Regret do FTL < > (fi(x:) — fi(11))

Considerando o Lema, se a solucdo do algoritmo na instancia € estavel, isto é x;,1 ~ z; =
REGRET = 0.

Claro que o Lema s¢ vale para o algoritmo FTL, qualquer outro algoritmo que, de alguma
forma, fixe a solucdo, o Lema nao necessariamente valeria mais.

Por exemplo, vamos utilizar o Lemma num jogo onde as fun¢des de perda sao sempre iguais,
ie., fi = fo = ... = fr = f. Neste caso, vamos ver como o FTL toma as decisdes:

e 1, é qualquer coisa

® 1y €aryg mxin f(z)

® 13 € arg mxin 2f(z)

e De forma geral: z; € arg mxin(t —1)f(z)

Note que, como as fung¢des se repetem, e as funcdes de perda sé se diferem por uma constante
multiplicativa, a solu¢do de minimo é sempre igual, i.e:

argmink f(z) = argmin f(z) Vk € Rt (8)



Sendo assim todas as decisdes 1 = x2 = ... = xp serdo iguais. E pelo Lema 2.1, o Regret é
igual a zero neste caso. Esse resultado € fécil de interpretar, pois como todas as fungdes sdo iguais,
por defini¢do, estamos no tempo ¢ minimizando as perdas até o tempo ¢ — 1 mas que € igual as
perdas até o tempo ¢ fora uma constante.

Demonstragdo do lema. Por defini¢do do FTL que x;,; seja a melhor solug@o para as perdas até

tempo o t.
Sendo assim: OPT = xp, 4.
O Regret do FTL € entao:

T T

Z (fe(ze) = (OPT)) = Z (fe(ze) = fi(zrs1))

t=1 t=1

Sendo assim, reescrevendo o Lema, queremos provar que:

S (i) = filawrn)) < S0iy (filwe) = fulwe))

Cortando a primeira parcela (Zg:1 fi(x)), ficamos com:

T T
> filwen) < flwre) )
t=1 t=1

Vamos terminar a prova usando indu¢do. Entao supondo que vale para 7" — 1:

aonde a ultima desigualdade 3", fi(z7) < 321" fi(xr+1), pois a solugdo x7 é a Gtima em
t = T e portanto a solu¢@o x4 é por defini¢do mais cara em ¢t = T'. Agora basta somar fr(x71)
em ambos os lados da expressao acima:

T-1 T-1

Z f@ea) + fr(@ri) < Z fe(xria) + fr(vr)

t=1 t=1
Colocando para dentro do somatdrio para terminar a prova:

T

Y filwe) <) filer)

t=1



3 Follow the Regularized Leader

A principal licdo do Lema 2.1 é: Caso o FTL seja estdvel, ele é necessariamente 6timo! Mas claro
que isso nem sempre € verdade. Dito isso, € razéavel procurarmos algoritmos parecidos com o
FTL, s6 que buscando, em algum sentido, a estabilidade do mesmo. Algumas idéias sao:

e Penalizar o algoritmo por trocas de solucao
e Estabilizar as decisdes com uma especie de combinacdo convexa entre o FTL e z;_
e Regularizacdo para evitar overfitting do passado.

Nesta aula vamos focar nesta ultima idéia de regularizacdo. Mas como regularizar o FTL?
Podemos adicionar um termo de regularizacao na funcdo de minimo das perdas:

T-1
) 1 9
Xy € arg min {; fi(z) + EHIH } (10)

A 1déia € penalizar solu¢des muito longe da origem. Porém a regularizacdo pode ser qualquer
funcdo « - fortemente convexa, de acordo com a Defini¢do 1.

T-1
Ty € arg rmréig {tzl filz) + %R(z)} (11)

Definicao 1. /¢ « - fortemente convexa se Vx,y f(y) < f(x)+ < Vf(z),y —x > +5[ly — «||?

Em portugués, f é « - fortemente convexa se a mesma € uma funcdo convexa mais um termo

- L1.2 4 L2 — 1 2 4
quadrdtico pequeno. Exemplo: 3z* € 1-fortemente convexa; ;|z|[; = 5> a7 ¢ l-fortemente
(2

convexa também.

Algorithm 3 Follow the Regularized Leader

1: 1 é escolhido
2: R(z) é o - fortemente convexo
3: fort=1,...,T do

T—1
4. Tt € arg fl?ér}){k2—21 Sfr(ze) + 7iR(:E)}
5

. end for

Vamos usar o FTRL no exemplo onde o FTL tinha ido mal, para ver se a regularizagdo real-
mente ajuda.

P = A?
R(r) = (% + )
fi(z) =< (0.1,0), 2 >



Solu¢des do FTRL, usando que x5 = 1 — x4
e 1,1 = (0.5,0.5), poderia ser qualquer coisa.

o Xy =aryg m[i§11](0.1:c1 + 223 — 221 + 1) = (0.45,0.55)
z1€|0,

o I3 =arg m[ionl](O.larl + 32?2 — 4z, +2.5) = (0.725,0.275)
x1€|0,
Aqui percebemos que a solucdo de x3 ainda muda o expert no qual o algoritmo "prefere",
porém a transicao é muito mais suave, o que ocorreu por conta da regularizacao.
Qual seria a sensibilidade (ou "funcao") do 7 neste caso?

e Se n — oo — FTRL = FTL (Nao estavel)

e Se n — 0 — FTRL esquece a historia e minimiza a regularizacio (ndo aprende)
Lemma 3.1. Regret FTRL ¢ < 2G T% , onde:

e Onde G é o Upper-Bound para o gradiente das fungoes de perda: ||V f,(x)|| < G (Mede o
qudo rapidamente as fungoes de perda crescem).

e O é o tamanho da regulariza¢do: © > R(x) — R(y) Vx,y. Logo:

0> max R(z) — min R(z)

e « é o nivel de fortemente convexo das fungoes de regularizacdo, que devem ser o - fortemente
convexas.

Este bound é, em algum sentido, o que estdvamos procurando, pois tem a v/7" aparecendo, ao
invés de um 7.

Analizando a sensibilidade do bound, se por exemplo a gente colocasse o muito grande, o
O iria compensa-lo de alguma forma (pois as fungdes de perda teriam picos muito grandes), ndo
fazendo muito sentido escolher, por exemplo, o muito grande, o que poderia parecer uma boa idéia
olhando para o Regret.

Demonstragdo do Lema 3.1. Para provar o Lema 3.1, vamos considerar os seguintes lemas abaixo:
L 1
Lemma 3.2. Regret FTRL < Y [fi(x¢) — fi(zi11)] + —O
t=1 n
Note que a primeira parcela do REGRET € relativo a estabilidade e a segunda parcela ao tama-
nho da func¢do de regularizacgao.



Demonstragdo do Lema 3.2. Usando o Lema 2.1, a ideia da prova é:
1
e Adicione tempo 0 fy(z) = —R(z)
n
e FTRL = BTL-FTL no jogo extendendo com o tempo 0

e Aplica Lema 2.1 e desconta o f; pois ndo faz parte do jogo real.

Aplicando o Lema 2.1 ao jogo extendido:

T
REGRET <Y (fi(x:) — fu(zi11))
t=0

T
REGRET <3 (i{r0) - f (@r41)) + 1+ Rlaw) = - Rla)

REGRET < Z (F(we) = fi(we41)) + max %R(m) — min %R(m)
t=1

T
1
REGRET th () = fiwe)) + O

Lemma 3.3. Se R é « - fortemente convexa, entdo:

fo(wy) = fi(mn) < gGQ

Demonstragcdo. A demonstragdo completa do Lema 3.3 pode ser vista em [2]. Aqui vamos mostrar
para o caso especial:
P=%x"
R= el (0= 1)
filz) =<',z >

dfi .
8f = [, e portanto pela hipotese ||I*|| < G-
L

Note que
fil@e) = fulwp) =<l x> — < 1" x4 >
fi(xy) — filwig) =< I 2 — w4y >
fe(@e) = fe(zegr) = [lelll|2e — 2441 cos(0)
fe(ze) = fe(en) < Llll|ze — 2o |

fe(xe) = fe(@en) < Gllze — e || (12)
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Agora vamos utilizar o algoritmo FTRL e calcular x; explicitamente:

11
min< I, 2 > +..+ <o > —l——§||x||§
Ui

J/

Derivando e igualando a zero:

Escrevendo x na forma vetorial:

ol
-

j=1
t t—1 t—1 t—1
o — 2 =y <le> g/ (le) =7 (Zl]) | <le> —nl’
j=1 j=1 j=1 j=1
ot — g = _pt
||z — 2| = | |]]
|zt — 2| < nG (13)

Substituindo a Equacao (13) na Equagdo (12):

GQ
fe(we) = fe(zegn) < UT (14)
Terminando assim a prova do Lema 3.3, para o caso especial descrito, onde o = 1 U

Voltando a prova do Lema 3.1:

1 1
Regretprrr, < —TnG? + -0
Q n

Agora temos que escolher 7 de forma a minimizar o Regretprpy. Para isto, basta fazer:

9 (lTnG2 + 1@) =0
on \« n



/a@
RegretFTRL ~ 7 + — \/»@
(0%

T
a® GT 04@
Regretprrr < < — + —

a VT o

)

Regretprrr, < 2— faad

Q@ T

)

Regretprrr, < 2TG\ —

ol

T@

RegretFTRL < 2G
o
Terminando assim, a prova do Lema 3.1. U

Agora vamos aplicar a garantia do FTRL ao problema dos experts abstrato. Para isso vamos
analisar cada uma das parcelas que compde o0 jogo, tais como o playing set, as funcdes de perdas e
a funcao de regularizacio, e aplicar suas caracteristicas no Regret do FTRL para o OCO:

e Espaco do playing set: P = A™

Fungdes de perdas: f;(z) =<',z >

1
Funcdo de regularizagio: R(z) = §||m| |2 Implica num o - FC de o = 1

Analizando o maior gradiente das fungdes de perdas: G = V f, = I = ||I*]| < ||(1,1,1,1,...,1)]|

GSV@§I§¢%

© € definido como max R(x) — min R(z)

© :minR(z) =0

1 1

e O:maxR(z) = max §Hx||g =3
1 1
O:x 0=~
* T 2



FTRL < 2G4 e
e}
FTRL < 24/ TTm
Tlog(m)

Para esse problema dos experts, a melhor garantia com MWU € 2 5

A diferenca entre 0 FTRL e o MWU nesse caso é um +/m contra um +/log(m). Apesar
do MWU ser marginalmente melhor, esta tudo bem, pois conseguimos um algoritmo muito mais
customizavel e genérico que o MWU, com uma garantia quase que tdo boa quanto.

Outra observacao interessante ¢ que o MWU pode ser derivado do FTRL, com a seguinte
regularizagdo:

R(z) = ) wilog(x:) (15)

Esse fato mostrado na Equagdo (15) levanta outras questdes como: Como escolher a regulari-
zacdo 6tima? Essas questdes dependem de, por exemplo, a geometria do playing set P.
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