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Uma proposicao de implicagao

Se A, entao B

pode ser reescrita de forma de forma contrapositiva

Se nao B, entdo ndo A

Essas proposicoes sao equivalentes: se uma é verdade a outra também
é, e vice-versa

Prova por contraposicao: Provar a forma contrapositiva da
proposicao
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Para todo inteiro n, se 3n + 1 € impar entio n é par

Chato de provar de forma direta, dificil usar info 3n + 1 é impar
Vamos tentar pela contrapositiva:
Para todo inteiro n, se n € impar entio 3n + 1 é par

Essa forma parece mais facil, d4 para usar a info de n é impar
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Para todo inteiro n, se 3n + 1 € tmpar entdo n € par

Prova por contraposicao: Vamos provar a proposi¢ao em forma
contrapositiva:

Para todo inteiro n, se n € impar entiao 3n + 1 € par (1)

Para isso, pegue inteiro impar n qualquer

Entao existe inteiro k tal que n = 2k 4 1, e portanto:
3n+1=3(2k+1)+1

= 6k +4
= 2(3k +2)



Prova por Contraposicao

Proposicao

Para todo inteiro n, se 3n + 1 € impar entdio n é par

Prova por contraposicao: Vamos provar a proposi¢cao em forma
contrapositiva:

Para todo inteiro n, se n é tmpar entao 3n + 1 € par (1)

Para isso, pegue inteiro impar n qualquer

Entao existe inteiro k tal que n = 2k + 1, e portanto:

3n+1=302k+1)+1
= 6k +4
= 2(3k + 2)

Portanto 3n + 1 é par, o que prova (1).
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Prova por Contraposicao

Proposicao

Para todo inteiro n, se 3n + 1 € impar entdio n é par

Prova por contraposicao: Vamos provar a proposi¢cao em forma
contrapositiva:

Para todo inteiro n, se n é tmpar entao 3n + 1 € par (1)

Para isso, pegue inteiro impar n qualquer

Entao existe inteiro k tal que n = 2k + 1, e portanto:

3n+1=302k+1)+1
=6k+4
=23k +2)
Portanto 3n + 1 é par, o que prova (1). Isso conclui a prova da

proposicao original
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Contradicao Contraposicao

qualquer proposigao s6 proposi¢ao com implicagdo A = B
assume prop falsa, contradigdo | prova =B = -4

poderosa simples



Exercicio 1: Demonstre usando tabela verdade que “A = B” é
equivalente a “—B = —A” (ou seja, prova por contraposigao é correta)

Exercicio 2: Prove por contraposicao:

@ Seja f : R — R uma funcao crescente. Para todo z,y € R, se
f(z) < f(y), entao z < y

@ Seja m um numero inteiro e d um de seus divisores. Se n é impar
entao d é impar
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Principio da Indugao: domino
Em uma fileira de dominos

® Se o primeiro domino cai
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Indugao Matematica: Demonstrar que propriedade propriedade
vale para todo inteiro maior ou igual a um inteiro inicial ng
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Principio da Indugao: domino

Em uma fileira de dominos
® Se o primeiro domino cai

® E cada domino caindo derruba o proximo
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Indugao Matematica: Demonstrar que propriedade propriedade
vale para todo inteiro maior ou igual a um inteiro inicial ng
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Principio da Indugao: domino

Em uma fileira de dominos
® Se o primeiro domino cai

® E cada domino caindo derruba o proximo

Entao todos os dominos caem
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Principio da Indugao

Suponha que uma Propriedade:
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Indugao Matematica: Demonstrar que propriedade propriedade
vale para todo inteiro maior ou igual a um inteiro inicial ng
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Principio da Indugao
Suponha que uma Propriedade:

® (Caso base) Vale para um inteiro ng
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Indugao Matematica: Demonstrar que propriedade propriedade
vale para todo inteiro maior ou igual a um inteiro inicial ng
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Principio da Indugao
Suponha que uma Propriedade:
® (Caso base) Vale para um inteiro ng

¢ (Passo indutivo) Para qualquer n > ng, se Propriedade vale
para n, entao vale para n + 1
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Definicao — Inducao Matematica

Indugao Matematica: Demonstrar que propriedade propriedade
vale para todo inteiro maior ou igual a um inteiro inicial ng
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Principio da Indugao
Suponha que uma Propriedade:
® (Caso base) Vale para um inteiro ng
¢ (Passo indutivo) Para qualquer n > ng, se Propriedade vale
para n, entao vale para n + 1
Entao a Propriedade vale para todo inteiro > ng
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Suponha que tenhamos 1 barras de ferro (rodada 0)
Em cada rodada, dividimos cada barra de ferro em 2 metades

Prove pra todo n > 0, a n-ésima rodada tem 2" barras de ferro

Prova:
Propriedade que queremos provar para todo inteiro n > 0: rodada
n tem 2" barras de ferro



Exemplo

Exemplo (Informal)

Suponha que tenhamos 1 barras de ferro (rodada 0)
Em cada rodada, dividimos cada barra de ferro em 2 metades

Prove pra todo n > 0, a n-ésima rodada tem 2" barras de ferro

Prova:
Propriedade que queremos provar para todo inteiro n > 0: rodada
n tem 2" barras de ferro

Caso base: n = 0. Precisamos verificar que a propriedade vale nesse
caso
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Exemplo

Exemplo (Informal)

Suponha que tenhamos 1 barras de ferro (rodada 0)
Em cada rodada, dividimos cada barra de ferro em 2 metades

Prove pra todo n > 0, a n-ésima rodada tem 2" barras de ferro

Prova:
Propriedade que queremos provar para todo inteiro n > 0: rodada
n tem 2" barras de ferro

Caso base: n = 0. Precisamos verificar que a propriedade vale nesse
caso

Por definicdo a rodada 0 tem 1 barra de ferro, e portanto tem 2° = 1
barras. Entao a propriedade vale pro caso base
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Para isso vamos representar a situacao da rodada n + 1 em relacao a
rodada n:
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Exemplo

Passo indutivo. Para provar o passo indutivo, suponha que a
propriedade valha para n; precisamos mostrar que ela vale para n + 1

Para isso vamos representar a situagao da rodada n + 1 em relacao a
rodada n:

[# barras na rodada n + 1] = 2 - [# barras na rodada n]

Usando a hipotese indutiva, ou seja, que a propriedade vale para n:
[# barras na rodada n 4 1] = 22" = 2"*!

Portanto a propriedade vale para n + 1. Isso prova o Passo
Indutivo
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Exemplo

Passo indutivo. Para provar o passo indutivo, suponha que a
propriedade valha para n; precisamos mostrar que ela vale para n + 1

Para isso vamos representar a situagao da rodada n + 1 em relacao a
rodada n:

[# barras na rodada n + 1] = 2 - [# barras na rodada n]

Usando a hipotese indutiva, ou seja, que a propriedade vale para n:
[# barras na rodada n 4 1] = 22" = 2"*!

Portanto a propriedade vale para n + 1. Isso prova o Passo
Indutivo

Com isso, concluimos a prova por indugao
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Para todo inteiro k > 1
k
> (@2i-1) =k
i=1

Prova:
Propriedade que queremos provar pra todo k£ > 1:

S (20— 1) = k?

Caso base: k£ = 1. Para provar o caso base, verificamos que a
propriedade vale nesse caso: (2-1—1) = 12



Exemplo

Proposicao

Para todo inteiro k > 1
k

> (@2i-1) =k

1=1

Prova:
Propriedade que queremos provar pra todo k > 1:

Z§:1(2i -1)= k?

Caso base: k = 1. Para provar o caso base, verificamos que a
propriedade vale nesse caso: (2-1—1) =12

Passo indutivo. Para prova o passo indutivo, suponha que a
propriedade valha para k; precisamos mostrar que ela vale para k + 1
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Passo indutivo. Para prova o passo indutivo, suponha que a
propriedade valha para k; precisamos mostrar que ela vale para k + 1

[Fazer explicitamente pra k = 1, k = 27]

Para isso vamos representar a propriedade para k£ + 1 em relacao a
propriedade para k:

k+1

di-1) =

i=1

N

prop pz;;a k41 prop para k

Mw

(2i —1) + 2[k+1] — 1)
1

(.
Il




Exemplo

Passo indutivo. Para prova o passo indutivo, suponha que a
propriedade valha para k; precisamos mostrar que ela vale para k + 1

[Fazer explicitamente pra k = 1, k = 27]

Para isso vamos representar a propriedade para k£ + 1 em relacao a
propriedade para k:

k+1 k
di-1) = (2i-1) + (2k+1]-1)
=1 =1

prop para k + 1 prop para k
Usando a hipétese indutiva, ou seja, que a propriedade vale para k:

k+1
Y @i—1)=k+Qk+1-1)
=1
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k+1
d@i-1)=k+Qk+1-1)
=1

=k*+2k+1

= (k+1)°



k+1
d@i-1)=k+Qk+1-1)
=1

=k*+2k+1

= (k+1)°

Portanto a propriedade vale para k + 1. Isso prova o Passo
Indutivo



k+1
d@i-1)=k+Qk+1-1)
=1

=k +2k+1

= (k+1)°

Portanto a propriedade vale para k + 1. Isso prova o Passo
Indutivo

Com isso, concluimos a prova por inducgao



Exercicios

Exercicio: Prove por inducao as seguintes proposigcoes
@ Para todo inteiro n > 2, 2"+ < 37

@ Todo niumero inteiro n > 0 é par ou impar (veja defini¢ao de
par/impar no slide da ltima aula)

@ (Progressao aritmética) Para todo inteiro n > 1,

n(n+1)

1+24... +n= 5

© (Progressao geométrica) Considere um numero real r # 0. Para
todo inteiro n > 0,

Tn-&-l -1

e e —
r—1
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Considere o seguinte c6digo

Progl(int n)

If n=1
Print(‘OT")
Return

Else
Fori=1ton

Print(‘OT")
End for
Progl(n-1)
End if

Seja T'(n) o ntimero de vezes que a palavra “OI” é impressa quando
Progl é chamado com pardmetro n

Para todo inteiro n > 1, T(n) < n?
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A soma dos angulos de um triangulo é 180

Nao vamos provar esse teorema

Mas vamos utilizar pra provar a seguinte generalizacao

A soma dos dangulos de um poligono convexo de n vértices é
180(n — 2) para todo n > 3.



Prova: (um pouco informal, precisa de mais detalhes)

Caso base: n = 3 Nesse caso o poligono é um triangulo, e sabemos
pelo teorema acima que

soma dos angulos = 180 = 180 - (3 — 2).



Passo Indutivo. Considere n > 3 e assuma que a propriedade vale
para n
(hip6tese indutiva)

Precisamos mostrar que ela também vale para n + 1.



V5

V4
Vi

V2 V3

Considere um poligono com n + 1 vértices Vi, Va,..., Vpi1
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V5

V4
Vi

V2 V3
Considere um poligono com n + 1 vértices Vi, Va,..., Vpi1

Trace a reta unindo os vértices Vi e V,
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V5

V4
Vi

V2 V3
Considere um poligono com n + 1 vértices Vi, Va,..., Vpi1
Trace a reta unindo os vértices Vi e V,

Obtemos o Desta forma, obtemos um triangulo ViV, V,, 11 e um
poligono restante de n vértices
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V5

V4
Vi

V2 V3
Considere um poligono com n + 1 vértices Vi, Va,..., Vpi1
Trace a reta unindo os vértices Vi e V,

Obtemos o Desta forma, obtemos um triangulo ViV, V,, 11 e um
poligono restante de n vértices

A soma dos angulos do triangulo é 180.
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V5

V4
Vi

V2 V3
Considere um poligono com n + 1 vértices Vi, Va,..., Vpi1
Trace a reta unindo os vértices Vi e V,

Obtemos o Desta forma, obtemos um triangulo ViV, V,, 11 e um
poligono restante de n vértices

A soma dos angulos do triangulo é 180. E pela hip6tese indutiva a
soma dos angulos do poligono restante é 180(n — 2)
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V5

V4
Vi

V2 V3
Considere um poligono com n + 1 vértices Vi, Va,..., Vpi1
Trace a reta unindo os vértices Vi e V,

Obtemos o Desta forma, obtemos um triangulo ViV, V,, 11 e um
poligono restante de n vértices

A soma dos angulos do triangulo é 180. E pela hip6tese indutiva a
soma dos angulos do poligono restante é 180(n — 2)

Logo a soma dos angulos do poligono original é [triangulo] + [resto]:

180 + 180(n — 2) = 180((n + 1) — 2).
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Exercicio: Considere o seguinte cédigo

Prog2(int n)

If n=1
Print(‘OT")
Return

Else
Fori=1ton

Print(‘OT")
End for
Prog2(n-1)
Prog2(n-1)
End if

Seja T'(n) o numero de vezes que a palavra “OI” é impressa quando
Prog2 é chamado com parametro n

Mostre que para todo inteiro n > 1, T'(n) < 2" -n
Dica: Pode usar fato que n < 2" para todo n > 1
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