Marco Molinaro



© Tipos de Demonstracio
@ Recapitulagao
@ Prova por Contradigao






Na tltima aula vimos alguns tipos de prova

® Por exemplo (desprova por contra-exemplo): proposi¢oes do
tipo existe



Na tltima aula vimos alguns tipos de prova

® Por exemplo (desprova por contra-exemplo): proposi¢oes do
tipo existe

e Construtiva: generalizacao, pode ser usado pra proposicoes do
tipo existem infinitos



Na tltima aula vimos alguns tipos de prova

® Por exemplo (desprova por contra-exemplo): proposi¢oes do
tipo existe

e Construtiva: generalizacao, pode ser usado pra proposicoes do
tipo existem infinitos

® Forca-bruta: proposicao com numero finito de possibilidades
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Recapitulacao

Na tultima aula vimos alguns tipos de prova

® Por exemplo (desprova por contra-exemplo): proposi¢oes do
tipo existe

e Construtiva: generalizacao, pode ser usado pra proposicoes do
tipo existem infinitos

® Forca-bruta: proposicao com numero finito de possibilidades

¢ Direta: A partir da hipotese (o que é conhecido/dado sobre o
objeto) encadeamento de passos até obter a tese (o que
queremos provar)

Hoje: Contradigao, Contraposicao, e Inducao
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Prova por contradigao: Para provar que a proposicao é
verdadeira vamos:

® Assumir que proposigao é falsa
® Mostrar que isso leva a contradicao de algo que
conhecemos/assumimos (e.g. isso implica que 2 é impar)

= Portanto a proposi¢ao nao pode ser falsa



1 é o menor numero natural. Vamos mostrar que nao existe o menor
numero racional



Proposicao
Nao existe um numero racional positivo menor ou igual a
todos 0s numeros ractonais positivos
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Proposicao
Nao existe um numero racional positivo menor ou igual a
todos 0s numeros ractonais positivos

Ideia da prova: Assuma por contradigao que exista um nimero
racional positivo r menor ou igual a todos os ntimeros racionais
positivos
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Proposicao
Nao existe um numero racional positivo menor ou igual a
todos 0s numeros ractonais positivos

Ideia da prova: Assuma por contradigao que exista um nimero
racional positivo r menor ou igual a todos os ntimeros racionais
positivos

Mas o numero r/2 ¢ um nimero racional positivo (Tecnicamente terfamos

que provar isso!)

Como r é positivo, r > T’/2 (estritamente) (Tecnicamente terfamos que

provar isso!)

Entao isso contradiz que r é menor ou igual a todos os niimeros
racionais positivos

Portanto, a hipétese na linha 1 é falsa, ou seja, a proposigao é
verdadeira
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Para todo nimero inteiro n, se n? é par entdo n é par

(Vamos utilizar o “fato” que se um numero nao é par, entdo é impar; tecnicamente

terfamos que provar isso! Por exemplo, por inducdo)
Prova: Assuma por contradigao que a proposi¢ao nao é verdade
Ou seja, existe um niimero n tal que n? é par mas n é impar

Como n é impar, por definicao existe inteiro k tal que n = 2k + 1
Enta
Hhao n? = (2k + 1)2
=4k + 4k + 1
= 2(2k* +2k) + 1



Prova por Contradigao

Proposicao
Para todo nimero inteiro n, se n’ € par entdo n é par

(Vamos utilizar o “fato” que se um nimero nao é par, entao é impar; tecnicamente

terfamos que provar isso! Por exemplo, por indugao)
Prova: Assuma por contradigao que a proposicao nao é verdade
Ou seja, existe um niimero n tal que n? é par mas n é impar

Como n é impar, por definicao existe inteiro k tal que n = 2k + 1

Enta
o n? = (2k +1)2

=4k* + 4k +1
= 2(2k* +2k) + 1

2 ¢ impar. Isso contradiz que n? é par. Fim da prova.

Portanto, n
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Um numero x € racional se existem inteiros p e ¢ # 0 primos
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Um numero x € racional se existem inteiros p e ¢ # 0 primos
entre si tal que © = p/q

V2 ndo é um nidmero racional

Prova: Assuma por contradigio que /2 é racional

Por defini¢do, existem inteiros p e ¢ # 0 sem fatores comum tal que

V2=p/q



Prova por Contradigao

Definicao
Um nidmero x € racional se existem inteiros p e ¢ # 0 primos
entre si tal que T =p/q

Proposicao (~500 aC)

V2 ndo é um nimero racional

Prova: Assuma por contradicio que v/2 é racional

Por definigao, existem inteiros p e ¢ # 0 sem fatores comum tal que

V2=p/q

Rearrumando temos p = v/2 - ¢, o que implica p? = 2¢> (1)
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Prova por Contradigao

Definicao
Um nidmero x € racional se existem inteiros p e ¢ # 0 primos
entre si tal que T =p/q

Proposicao (~500 aC)

V2 ndo é um nimero racional

Prova: Assuma por contradigio que v/2 é racional

Por definigao, existem inteiros p e ¢ # 0 sem fatores comum tal que

V2=1p/q
Rearrumando temos p = v/2 - ¢, o que implica p? = 2¢> (1)

Portanto p? é par. Pela proposicao do slide anterior, isso implica
que p é par
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Entao existe inteiro k tal que p = 2k. Utilizando isso na equacao (1)
temos:

P2 =242
2
2 P
= ¢° ==
7=
4k?
2 2
= = — =2k
7=
= ¢° épar

Novamente utilizando a proposigao do slide anterior, isso implica
que ¢ é par

Como p e ¢ sdo ambos par, eles tém 2 como fator comum

Isso contradiz que p e ¢ nao tém fator comum. Fim de prova
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Prova por Contradigao

Exercicio: Demonstre as seguintes proposicoes por contradigao:

@ Para todo ndmero inteiro n, se 5n é impar entao n é impar
© Nao existe nimero inteiro n impar tal que 3n + 2 é par

@ Para todos niimeros inteiros a e b, se a® + b? é impar, entdo
a + b é impar
Dica: Lembre que (7 + y)? = 22 + 22y + ¢

@ Se z é um ntmero racional e y é um nimero irracional, entao
x + y é irracional
Dica: Pode usar o fato que n é racional se e somente se existem
inteiros p, ¢ tal que n = % (p e ¢ nao precisam ser primos)
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