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Pergunta: Se trocarmos a ordem dos quantificadores, a proposicao
continua a mesma?’

Isso é, “Vx, Jdy, expressao” é o mesmo que “dy, YV, expressao”’



Pergunta: Se trocarmos a ordem dos quantificadores, a proposicao
continua a mesma?’

Isso é, “Vx, Jdy, expressao” é o mesmo que “dy, YV, expressao”’

Nao! Por exemplo, considere conjuntos A; = {4,5} e A2 ={6,7}. A
proposicao:

Para todo i € {1,2}, existe numero natural n tal que n € A;



Pergunta: Se trocarmos a ordem dos quantificadores, a proposicao
continua a mesma?’

Isso é, “Vx, Jdy, expressao” é o mesmo que “dy, YV, expressao”’

Nao! Por exemplo, considere conjuntos A; = {4,5} e A2 ={6,7}. A
proposicao:

Para todo i € {1,2}, existe numero natural n tal que n € A;

é verdadeira; com a ordem trocada

Eziste numero natural n tal que para todo i € {1,2}, n € A;



Pergunta: Se trocarmos a ordem dos quantificadores, a proposicao
continua a mesma?’

Isso é, “Vx, Jdy, expressao” é o mesmo que “dy, YV, expressao”’

Nao! Por exemplo, considere conjuntos A; = {4,5} e A2 ={6,7}. A
proposicao:

Para todo i € {1,2}, existe numero natural n tal que n € A;

é verdadeira; com a ordem trocada

Eziste numero natural n tal que para todo i € {1,2}, n € A;

é falsa



Ou seja, tem que ter cuidado com a ordem dos quantificadores



Ou seja, tem que ter cuidado com a ordem dos quantificadores

Na verdade a ordem “Vz, Jy” é mais “fraca” que “Jy, V'
® Na primeira podemos pegar um y diferente pra cada ...

® mas na segunda, o mesmo y tem que funcionar para todos os x



Ou seja, tem que ter cuidado com a ordem dos quantificadores

Na verdade a ordem “Vz, Jy” é mais “fraca” que “Jy, V'
® Na primeira podemos pegar um y diferente pra cada ...

® mas na segunda, o mesmo y tem que funcionar para todos os x

O teorema MINIMAX, essencialmente utilizado por John Nash em teoria de jogos, diz

que em um caso especial podemos fazer essa troca



Queremos demonstrar proposi¢oes como essa:

Para todo niimero inteiro n, 2n3 — 3n? + n ¢ divisivel por 6.









Quando a proposigao comega com o quantificador existe, podemos

provéa-la exibindo sé6 um exemplo.
cEEESS———












Quando a proposi¢ao comega com o quantificador existe, podemos
provéa-la exibindo sé6 um exemplo.

Existe n inteiro tal que n® +n + 5 é um nimero primo.











































Exemplos e Contra-Exemplos

e T # Bue v o O

Quando a proposi¢gao comeca com o quantificador existe, podemos

prova-la exibindo sé6 um exemplo.
———

Proposicao

Existe n inteiro tal que n? +n +5 é um nimero primo.

Prova: O nimero inteiro n = 1 tem a propriedade desejada:
124+ 145 =7 é primo. B
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Contra-exemplo: Quando a proposicdo comeca com o quantificador
para todo, podemos desprova-la mostrando um exemplo que nao
satisfaz a propriedade exigida



Exemplos e Contra-Exemplos

Contra-exemplo: Quando a proposicao comega com o quantificador
para todo, podemos desprova-la mostrando um exemplo que nao
satisfaz a propriedade exigida

(Suwe o g FAA

Proposicao

Todo nimero primo € impar.

Pow:. PAO ) pin @ 2 £ im0 L 15 & iapn®
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Contra-exemplo: Quando a proposicdo comeca com o quantificador
para todo, podemos desprova-la mostrando um exemplo que nao
satisfaz a propriedade exigida

Todo nidmero primo € impar.

Prova que é falso: O nimero primo 2 é par.



Forca bruta: Testa todos os casos.






Demonstracao por Forca Bruta

Forca bruta: Testa todos os casos.
Ex: =242 B8=3+5
Proposicao (G = 3+3

Todo numero par maior ou tgual a 4 e menor que 20, pode ser escrito
a—
como a soma de dois primos.
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Forca bruta: Testa todos os casos.

Todo numero par maior ou igual a 4 e menor que 20, pode ser escrito
como a soma de dois primos.

Prova: Basta resolver para todos os casos:
4=2+2 10=7+3 16=11+5
6=3+3 12=7+5 18=13+H
8=5+3 14=T+7 =









Se no entanto modificarmos a proposi¢ao anterior para:

Todo numero par maior ou igual a 4 e menor que 100.000 pode ser
. . — ——r—
escrito como a soma de 2 primos.












Demonstracao por Forca Bruta
'Aﬁg— He¥in ; Teowva 4 couoa:

Se no entanto modificarmos a proposicao anterior para:

Proposicao

Todo numero par maior ou igual a 4 e menor que 100.000 pode ser
—

escrito como a soma de 2 primos.

Prova: Utilizando-se um computador para gerar todas as
. P A ——— , < .
possibilidades, procede-se de forma andloga & anterior.
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Se, no entanto, quisermos provar a proposi¢ao geral:

Todo numero par maior ou igual a 4 pode ser escrito como a soma de
2 primos.





























































Se, no entanto, quisermos provar a proposi¢ao geral:

Todo numero par maior ou igual a 4 pode ser escrito como a soma de
2 primos.

Nao podemos usar forca bruta pois o conjunto é infinito



Se, no entanto, quisermos provar a proposi¢ao geral:

Todo numero par maior ou igual a 4 pode ser escrito como a soma de
2 primos.

Nao podemos usar forca bruta pois o conjunto é infinito

Esse problema estd em aberto: Conjectura de Goldbach.






Prova direta: encadeamento de argumentos logicos a partir da
— -

hipé6tese, usando coisas conhecidas (axiomas, definigoes, ou outros

—

teoremas (ja provados))












Um nidmero inteiro n é maltiplo de um nimero inteiro £ se existe
keZ tal quen=/ -k
























































































































Demonstracao por Prova Direta

Definicao

Um numero inteiro n_é multy de wqn niumerg, inteirp ¢ se existe
kEZtalquenzﬂlpzl“"i'iaa)’wglog"%"m:g -

. - y, R
Proposicao E! 3“'15 = 34445 ‘Lz" - 3'4 ~ uu.u *,3

A soma de quaisquer 8 nimeros inteiros consecutivos € multiplo de 3
— ep————
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Um nidmero inteiro n é maltiplo de um niumero inteiro £ se existe
keZtal quen=1~0-k

A soma de quaisquer 3 numeros inteiros consecutivos é maultiplo de 3

Prova:
® Sejam z,z + 1,z + 2 quaisquer 3 ntimeros inteiros consecutivos



Demonstracao por Prova Direta

Definicao
Um namero inteiro n € maltiplo de um niumero inteiro £ se existe

keZtal quem =1Lk

Proposicao

A soma de quaisquer 3 nimeros inteiros consecutivos,é mdltielo de 3

Prova: W(Mm o%q

® Sejam z,z + 1,z + 2 guaisguer 3 numeros inteiros %rgecuﬁ'v&s
® Suasoma ¢ =7+ (z+ 1)+ (z +2). Logo:&:) W

=22 %3 o
=32(”-"‘) V‘E’“&'ﬁm‘\ CJM
- Some éﬁrg,’mw.ﬂade, 55‘”‘ E
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Demonstracao por Prova Direta

Definicao
Um namero inteiro n € maltiplo de um niumero inteiro £ se existe
keZtal quem =1Lk

Proposicao
A soma de quaisquer 8 nimeros inteiros consecutivos € multiplo de 3

Prova:
® Sejam z,z + 1,z + 2 quaisquer 3 ntimeros inteiros consecutivos

® Suasomaé S=2z+ (z+1)+ (z+2). Logo:
S=z+(@+1)+(z+2)=>
S=3r+3=
S=3z+1) =
existe k € Z tal que S = 3k =
S é multiplo de 3
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Demonstracao por Prova Direta

Teorema 1“')'”. /
Considere 6 pontoy(‘izstmtos v, Vo, ..., U6 no plano, ndo colineares.

Entao toda maneira de colorir todos os segmentos de retas entre esse
pontos usando as cores azul e vermelho produz pelo menos um
trmnguloﬂcujos lados tem a_mesm

g Yohion o0 o0 pB L
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Demonstracao por Prova Direta

Teorema

Considere 6 pontos distintos vy, va, ..., Ug no plano, nao colineares.

Entao toda maneira de colorir todos os segmentos de retas entre esse
pontos usando as cores azul e vermelho produz pelo menos um
triangulo cujos lados tem a mesma cor

Vamos ver exemplos com 4,5,6 pontos pra tentar entender o teorema

Sempre faga exemplos concretos, ajuda muito
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Teorema d% .

Considere g pontos ... Entao toda maneira de colorir todos os
segmentos de retas entre esse pontos usando as cores azul e vermelho
produz pelo menos um triadngulo cujos lados tem a mesma cor

Ipde + 2 )
E — Towa o O o/ 4 4y,
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Teorema

Considere 6 pontos . .. tridngulo cu, 'O&lﬁtem a mesma cor
Coneidow G i‘o quas 1“1 =

Prova: C%nsidere uma tolofagao azul/beanea qualquer dos segmentos
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Teorema

Considere 6 pontos ... triangulo cujos lados tem a mesma cor

Prova: Considere uma coloragao azul/branca qualquer dos segmentos

Como tem cinco segmentos conectando v; aos outros pontos e s6 2
cores, pelo menos desses segmentos tem a mesma cor
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Teorema

Considere 6 pontos ... triangulo cujos lados tem a mesma cor

Prova: Considere uma coloragao azul/branca qualquer dos segmentos

Como tem cinco segmentos conectando v; aos outros pontos e s6 2
cores, pelo menos trés desses segmentos tem a mesma cor
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Teorema

Considere 6 pontos ... triangulo cujos lados tem a mesma cor

Prova: Considere uma coloragao azul/branca qualquer dos segmentos

Como tem cinco segmentos conectando v; aos outros pontos e s6 2
cores, pelo menos trés desses segmentas tem a mesma cor

Chame essa cor de X (azul ou branca)
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Teorema

Considere 6 pontos ... triangulo cujos lados tem a mesma cor

Prova: Considere uma coloragao azul/branca qualquer dos segmentos

Como tem cinco segmentos conectando v; aos outros pontos e s6 2
cores, pelo menos trés desses segmentos tem a mesma cor

Chame essa cor de X (azul ou branca)

Sejam A, B, C' os pontos ligados a v; com a cor X
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Teorema

Considere 6 pontos ... triangulo cujos lados tem a mesma cor

Prova: Considere uma coloragao azul/branca qualquer dos segmentos

Como tem cinco segmentos conectando v; aos outros pontos e s6 2
cores, pelo menos trés desses segmentos tem a mesma cor

Chame essa cor de X (azul ou branca)

Sejam A, B, C' os pontos ligados a v; com a cor X

Caso 1: Pelo menos um dos segmentos AB, AC ou @ tem cor X.
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Teorema

Considere 6 pontos ... triangulo cujos lados tem a mesma cor

Prova: Considere uma coloragao azul/branca qualquer dos segmentos

Como tem cineo segmentos conectando v; aos outros pontos e s6 2
cores, pelo menos trés desses segmentos tem a mesma cor

Chame essa cor de X (azul ou branca)

Sejam A, B, C' os pontos ligados a v; com a cor X
Caso 1: Pelo menos um dos segmentos AB, AC ou BC tem cor X.

Logo, formaremos um triangulo de cor X. Por exemplo, se AB for
azul entdo o triangulo com vértices v, A, B é de cor X
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Teorema

Considere 6 pontos ... triangulo cujos lados tem a mesma cor

Prova: Considere uma coloragao azul/branca qualquer dos segmentos

Como tem cinco segmentos conectando v; aos outros pontos e s6 2
cores, pelo menos trés desses segmentos tem a mesma cor

Chame essa cor de X (azul ou branca)

Sejam A, B, C' os pontos ligados a v; com a cor X
Caso 1: Pelo menos um dos segmentos AB, AC ou BC tem cor X.
Logo, formaremos um triangulo de cor X. Por exemplo, se AB for

azul entdo o triangulo com vértices v, A, B é de cor X

Caso 2: Nenhum dos segmentos AB, AC e BC tem cor X.
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Teorema

Considere 6 pontos ... triangulo cujos lados tem a mesma cor

Prova: Considere uma coloragao azul/branca qualquer dos segmentos

Como tem cinco segmentos conectando v; aos outros pontos e s6 2
cores, pelo menos trés desses segmentos tem a mesma cor

Chame essa cor de X (azul ou branca)

Sejam A, B, C' os pontos ligados a v; com a cor X
Caso 1: Pelo menos um dos segmentos AB, AC ou BC tem cor X.
Logo, formaremos um triangulo de cor X. Por exemplo, se AB for

azul entdo o triangulo com vértices v, A, B é de cor X

Caso 2: Nenhum dos segmentos AB, AC e BC tem cor X. Entao o
triangulo com vértices A, B, C tem a cor oposta a X
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Prova construtiva: Apresenta um método que constroi o objeto do
qual a proposicao trata



Prova Construtiva

Prova construtiva: Apresenta um método que constroi o objeto do
qual a proposicao trata

Extensao do metodo de apresentar 1 exemplo: podemos “construir”
conjunto infinito de objetos

Teorema

Existem infinitas triplas (x,y, z) de nimeros inteiros tais que

[Faca exemplos de triplas com tal propriedade]
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Prova: Note que (3,4,5) satisfaz a propriedade (*) desejada:

3% +4% =57



Prova: Note que (3,4,5) satisfaz a propriedade (*) desejada:
3% 4+ 4% =5

Agora considere as seguintes triplas (construgao): (3k,4k,5k), com
kel



Prova: Note que (3,4,5) satisfaz a propriedade (*) desejada:
3% 4+ 4% =5

Agora considere as seguintes triplas (construgao): (3k,4k,5k), com
kel

Toda tripla dessa forma satisfaz a propriedade (*) desejada:

(3k)2 + (4k)2 = 42k% 4 3%k% = (3% + 4H)k2 = 5%k% = (5k)?



Prova Construtiva

Prova: Note que (3,4,5) satisfaz a propriedade (*) desejada:
3% +47 =5

Agora considere as seguintes triplas (construcao): (3k,4k,5k), com
keZ

Toda tripla dessa forma satisfaz a propriedade (*) desejada:
(3k)% 4 (4k)% = 42k2 + 32k? = (32 + 42)k% = 5%k% = (5k)?

Construimos entao infinitas triplas satisfazendo o desejado, provando
o teorema
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Serie harmonicas:
H,=1+ 1 + L + .. 4+ !
" 2 3






Serie harmonicas:







A série harmonica

11 1
Hy=1+:+Z4..+=
n=lto g+t

é divergente* (“vai para infinito”)

*ParatodoMeR,existenGNtalque1+%+...+%>M



Prova: Dado um M genérico, devemos apresentar uma forma de
construir n, como funcao de M, tal que

"1
E ;>M
i=1

(Construcgao) Seja n = 22, Tal n funciona:

"1 1 1 LI |
> = Z - Z
Z_2+§i+§i+ + - >

=1 =3 =5 i=n/2+1



Prova Construtiva

Prova: Dado um M genérico, devemos apresentar uma forma de
construir n, como funcao de M, tal que

n
1
Z ->M
i—1
Construcao) Seja n = 22M . Tal n funciona:
( G j

4
Z% ;—F; +Z +ot Z —>—+ +;+ +% M

i= n/2+1

2M vezes

Na expressao acima utilizamos o fato de que:

2k+1

1. /( 1 1
> 12 () =5

i=2k41

>  Tipos de Demonstracdo 20/20



Exercicios

Bx: B=Zx5

.- = +
Definicao 3=2cBrl
Um numero inteiro n € par se existe k € 7 tal que n = 2k I
Definicao

Um nimero inteiro n € impar se existe k € Z tal que n = 2k + 1

Exercicio: Prove as proposicoes abai);O/-
@ Para todo i_gteiro par n, n? é par

© Para todo inteiro impar z e todo inteiro impar y, xy é impar

Para todo inteiro n, n(n + 1) é par

Para todo inteiro n, n é par se e somente be n+1é impar

&“ n ?’l) h=7% "‘1_ n (ZK)‘ Z Z.K
S S ——— ) W= & M' n‘l’

21/20
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Exercicios extras: Prove as proposigoes abaixo

@ A soma de quaisquer dois niimeros inteiros impares é um inteiro
par

@ Todo nimero impar é a soma de dois ntimeros inteiros
consecutivos

@ Para todo inteiro par z e todo inteiro y, zy é par
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