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Definigao (Ciclo)

Um ciclo é um passeio W = viejvgey. .. exvgpr1 onde:

(i) Os nds iniciais e finais $Go 0S8 MeESMOS: V] = Vg1

(1t) Todos os outros nds sao distintos (v; # vj pra todo i < j diferente
dei=1,7=Fk+1) e todas as arestas sao distintas
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Proposicao
Seja G um grafo simples onde todos os nds tem grau pelo menos 2.
Entao G tem um ciclo

Prova: Considere o maior caminho P = v1v2 ... v no grafo
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Como v; tem grau pelo menos 2, ele tem outro vizinho u além de v

Esse vizinho nao pode estar fora do caminho P, senao
u — v — ... —> U seria um caminho mais longo que P



Entao u estd no caminho P: u = v; para algum v; € P
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Exercicio 1: Considere um grafo G. Prove que se G tem um
passeio que comega e termina no mesmo né (passeio fechado),
entao ele tem um ciclo.



Exercicio 2: Considere um grafo G. Prove que se existem dois nés
u, v tal que existem 2 caminhos distintos de u a v no grafo, entéao
ele tem um ciclo.






Uma drvore € um grafo conexo e sem ciclos (aciclico)



Sejam u e v dois vértices distintos de uma drvore T. FExiste
exatamente um caminho entre u e v em T'.

Exemplo:
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Sejam u e v dois vértices distintos de uma drvore T. Entdo
exatamente um caminho entre u e v em T'.

Prova:
Tem > 1 caminho entre u e v, pois é grafo conexo
Tem < 1 caminho um caminho entre u e v:

— Se tivéssemos dois caminhos entre u e v terfamos um ciclo (pelo
exercicio anterior)

— Nao é possivel, arvores nao tem ciclo por definicao



Uma floresta é um grafo G em que todos os componentes coneros $Go
drvores
(ou seja, € uma uniao de drvores disjuntas)
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Seja T uma drvore e seja (u,v) uma aresta de T. O grafo T — (u,v)
(removendo aresta (u,v)) é uma floresta com dois componentes
conexos, um contendo o né v e outro contendo o no u

Exemplo:



Proposicao
Seja T uma drvore e seja (u,v) uma aresta de T. O grafo T — (u,v)

(removendo aresta (u,v)) € uma floresta com dois componentes
conexos, um contendo o no v e outro contendo o no u

Prova: 1) Nao existe caminho entre v e v em T — (u, v), e portanto
esses nos estao em componentes conexos diferentes:

Pela proposicao anterior, s6 tem um caminho entre v e v em T, entao
tem que ser o caminho “direto” que s6 usa aresta (u,v) = esse unico
caminho desapareceu em T — (u, v)



2) Nao tem mais do que 2 componentes conexos em T — (u, v), pois
tem no maximo um comp. conexo a mais que 71"

Mencionamos na ultima aula que remover uma aresta aumenta o
numero de componentes conexos em no maximo 1
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Otimo exercicio provar isso formalmente



Se T é uma drvore nao vazia, entao #arestas(T) = #nds(T) —1

Exemplo:
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Se T é uma drvore nao vazia, entao #arestas(T) = #nds(T) —1
Prova: Indugao forte no ntimero de arestas

Caso base: 0 arestas. Entao G tem exatamente 1 né(s), e temos
#arestas = #nds —1, OK!

Passo indutivo: Suponha que o resultado valha para todas as
arvores com 1,2,..., m arestas

Vamos provar pra arvore com m + 1 arestas
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Se T é uma drvore nao vazia, entao #arestas(T) = #nds(T) —1
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Teorema

Se T é uma drvore nao vazia, entao #arestas(T) = #nds(T) —1
Seja T uma arvore com m + 1 arestas.
Q: Como relacionar com arvores com < m arestas?

A: Remova uma aresta (u, v) qualquer. Isso quebra a &rvore em duas
arvores Ty, e T, (contendo u e v respectivamente)

Vendo o que queremos provar, temos que relacionar o #arestas e
#no6s de T com as novas arvores:

#arestas(T) = #arestas(T,) + #arestas(T,) + 1
= (#nés(Tu) - 1) + <#nc’>s(Tv) - 1) +1  (hip indut)

=#n6s(T)—1—-1+1
=#n6s(T) — 1 O



Exercicios

Exercicio 1: Uma folha de uma arvore é um né de grau < 1. Prove
que toda arvore T nao vazia tem pelo menos uma folha

Dicas:
i) Use uma proposicao que provamos sobre existéncia de ciclos
ii) Use contradigao

Obs: Folhas s@o muito importantes para fazer prova por indugao no
nimero de nds de uma arvore, pois removendo uma folha obtemos
uma arvore com 1 né a menos
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