GABARITO DA LISTA DE INDUCAO
PROFESSOR: EDUARDO LABER

Inducao Basica

1. Para ng = 4, temos 4! > 2*. Portanto n = 4 é a base da inducao. Assuma por inducdo que
k! > 2k para k > 4. Devemos provar para k + 1. Temos que (k+1)! = (k+ 1)k! > (k + 1)2*,
onde a tultima desigualdade segue da hipé6tese indutiva. Como, k+1 > 2, segue que (k+1)! >
(k + 1)2F > 2.2F = 2k+1,

3. a) Utilize a abordagem do exemplo 2 da parte de inducdo da apostila do curso
b) Base. Paran =1, 7' — 2! = 5 que é multiplo de 5.
Passo Indutivo. Se 5|(7% — 2F) | entdao 5|(7F1 — 2~F1)
Hipétese Indutiva. 5|(7% — 2F)
Prova do Passo.
Devemos manipular algebricamente a expressao de modo a aparecer a hipdtese indutiva.
7kt okt 7 gk 9. ok — (54 92).7F 2.2k =5.7F L 2. (7% — 2F)
Como 5|5 - 7% e como a hipdtese indutiva garante que 5|2 - (7% — 2%), temos que

5’ (7k+1 o 2]€+1>

4. a) Base n = 1. q0+q1=1+q=%-

Hipotese. A propriedade vale para k

Passo Indutivo. Provar para k+ 1 Vk > 1.



Prova do Passo. Zf Lt = Zf;l ¢+ ¢

k41
q —1
——, temos que

Como a hipétese de inducao garante que ZZ G =

k+1 k+1 -1

E:q

e qg—1

b) O i-ésimo menor impar que é maior que 77 é 77 + 2i. Portanto, devemos provar que

D TT+2i =T8n+n’

i=1
Para i = 1, o resultado vale j& que Y31, 77 +2i = 79 = 78 + 12,
Hipotese. A propriedade vale para k

Passo Indutivo. Provar para k + 1.

Prova do Passo.

k+1 k
SOTTH2i =Y (T7+20)+77+2(k+1) = T8k+k*+77+2(k+1) = k*+80k-+79 = (k+1)*+78(k+1)

i=1 =1

5. O j-ésimo menor par positivo que deixa resta 1 na divisao por 3 é dado 65 — 2. Portanto,

devemos mostrar que

> 6j—2=3n"+n
j=1

Base. Para n =1, o resultado ¢é valido ja que E}Zl 6] —2=4=312+1
Hipotese Indutiva. E?Zl 6] —2=3k>+k

Prova do Passo.

k+1
Z6j—2—26j—2)+6k+4:3k2+k+6k+4:3(k+1)2+(k+1)

7j=1

6. Seja S, = > il e P(n) a proposigao: S,, é um nimero impar Vn > 1.

n=1=5=1=1



Asumimos agora que a proposi¢ao P(n) é verdadeira para n = 2, ..., k. Devemos mostrar que

P(n) continua verdadeira para n = k + 1, isto é, Sk41 é um ntimero impar. Temos que

k+1 k
Spr1 =Y il => i+ (k+1)! =S+ (k+1)!

1=1 =1

Como Sy é um nimero impar(pela hipétese de indugao) e (k+1)! = 1.2...(k+1) é um niimero

par, segue que P(k + 1) é verdadeira. Logo, concluimos que P(n) é verdadeira Vn > 1.

Inducao e Recorréncias
. Base. k=1.T(1)=1>1%/2=0.5.
Hipotese. A propriedade vale para k
Passo Indutivo. Provar para k + 1.

Prova do Passo: T(k+ 1) = T(k) + k + 1. Entretanto, segue da hipdtese de inducao que
T(k) > k*/2. Como T'(k+1) = T(k)+k+1 > k*/2+ k + 1, basta entao verificar que
E/2+k+1>(k+1)?/2=k/2+k+0.5.

. A prova e por indugao em n.
Base. Para n =1 o resultado vale ja que 1 é um termo da sequéncia de Fibonacci.

Passo indutivo. Se todo nimero inteiro positivo menor ou igual a k, para k > 1, pode ser
escrito como soma de termos distintos da sequéncia de Fibonacci entao k + 1 também pode

ser escrito como soma de termos distintos da sequéncia de Fibonacci

Prova do Passo. Seja F; o maior numero da sequénci de Fibonacci que é menor ou igual a

k+1. Temos que k+ 1= F; + (k+1— Fj) e temos que 0 < (k+1— F};) < k.

Logo, por hipétese (k4 1 — F}) pode ser escrito como soma de termos distintos da sequéncia

de Fibonacci.

Para concluir a prova, entretanto, temos que mostrar que £; nao ¢ um dos termos da expansao
de (k+1— Fj) em termos de Fibonacci obtida pela hipdtese de inducao. Como F; é o maior
termo da série de Fibonacci menor ou igual a k + 1 temos que Fj 1 = F; + F;_1 > k+1,0

que implica que k +1 — F; < F;_y < Fj.



. Defina T(1) = v2 e T(k+1) = \/T(k) + 2, para k > 1. Devemos provar que 7'(n) < 2 para
n > 1. Para n = 1, o resultado vale. Assuma indutivamente que o resultado vale para k.

Devemos entao provar que o resultado continua vélido para k + 1. Temos da definicao que
T(k+1)=4/T(k)+ 2. Como, por hipétese, T'(k) < 2, segue que T'(k+ 1) < /242 =2.

. Base. Se n = 1, apenas uma movimentacao é feita. Como 1 = 2! — 1, a base é satisfeita.
Seja T'(k) o nimero de movimentagoes para k discos.

Hipétese Indutiva: T(k) = 2% — 1

Passo Indutivo. Provar que T'(k + 1) = 2*!1 — 1 Vk > 1

Prova do Passo. Ao ser chamado com parametro k£ + 1 o procedimento MoveDisco realiza
2.7(k) + 1 movimentagdes, ja que ele chama o procedimento com parametro k duas vezes e

além disso move um disco. Portanto,

T(k+1) = 2T(k) + 1
Como T'(k) = 2% — 1, por hipétese, segue que T'(k + 1) =2(2F — 1) + 1 = 2kt — 1.
. a) 20 vezes
b) T(n)=Tn—-1)+T(n—2)sen>3eT(n)=4sen <3

c) Paran =1 en = 2, o resultado é vélido ja que T(1) = 4 < 4(7/4)' = 7 e T(2) =
4 < 4(7/4)* = 49/4 Assuma como hipStese de indugiao que o resultado é valido para todo
inteiro do conjunto {1,...,k} aonde k é um inteiro maior ou igual a 2. Devemos provar que

a propriedade é vélida para k 4+ 1. Como k + 1 > 3, temos que

T(k+1) = T(k)+T (k) < 4(7/4) 4+4-(7/4)" 1 = 4(T/4)*1(7/4+1) = 11-(7/4)" 7 < 4-(7/4)

Inducao Estrutural

. Base. Se n < 8, o resultado é véalido. De fato, basta colocar cada uma das n pessoas em um

grupo diferente.



Hipdtese. A propriedade vale para qualquer grupo de k pessoas, com k > 7, onde cada pessoa

conhece no maximo 7
Passo Indutivo. Provar para k+ 1, Vk > 7.

Prova do Passo. Seja um conjunto de k + 1 pessoas. Por hipotese de inducao, podemos
dividir as primeiras k pessoas em 8 grupos de modo que duas pessoas do mesmo grupo nao
se conhecam. Falta portanto atribuir um grupo para pessoa k£ + 1. Como esta conhece no
maximo 7 pessoas e existem 8 grupos, logo existe um grupo G em que ninguem a conhece.

Atribuindo a pessoa k 4+ 1 ao grupo G, provamos o passo indutivo.

. Base. A arvore tem apenas um né. Este nd, além de ser raiz da arvore, é também uma folha

que tem nivel 0. Como 2° = 1, a base ¢ valida.

Passo Indutivo. Se para toda arvore estritamente bindria com até k nés a relagao é valida
entao a relagao também ¢é valida para toda arvore estritamente binaria com exatamente k + 1

nos, para todo k > 1

Prova do Passo: Seja T uma &arvore estritamente binaria com k 4 1 nds e sejam Iy, ..., 111
os niveis das folhas desta arvore. Além disso, seja r a raiz de T', Tk a arvore a esquerda e Tp
a arvore a direita. Seja e o numero de folhas da arvore Ty e seja (k+1-e) o nimero de folhas
da drvore Tp. Finalmente, sejam I, ..., ¥ os niveis das folhas de T e I, ... I, ,_, os niveis
das folhas de 1. Como Tg e Tp sao estritamente binarias com menos que k + 1 folhas, a

hipétese vale para estas arvores, ou seja,

e

Yool =1

=1
k+1—e

Yo oo =1
=1

Como as e primeiras folhas de T' correspondem a Tx e as demais a Tp, temos que [; = [F + 1
sei€{l,...,elel;=I1P_ +1seie{e+1,...,k+1}. Note que a diferenca de uma unidade

no nivel é devido a existéncia da raiz r. Portanto,

k+1 e 5 k+1 b
Z 2li — Z2lZ —+1 + Z 211' +1 — 2—1 4 2—1 — 1
i=1 i=1 i=e+1



3. (*). Para n=1, temos a lista {(}{1}}. Para n = 2 temos a lista {#{1}{1,2}{2}}. Paran =3
temos a lista {O{1}{1,2}{2}{2,3}{1,2,3}{3}{3}}.

Passo indutivo. Se é possivel construir uma lista contendo todos os subconjuntos do con-
junto {1,2,...,k} tal que cada subconjunto da fila é obtido a partir do anterior pela remogao
ou adicao de um tunico elemento entao é possivel construir uma lista contendo todos os sub-
conjuntos do conjunto {1,2,...,k+ 1} tal que cada subconjunto da fila é obtido a partir do

anterior pela remocao ou adicao de um unico elemento, para todo k& > 1.

Prova do Passo. Dada uma lista L, seja L™ a lista obtida listando os subconjuntos de L
do ultimo para o primeiro. Além disso, dada uma lista L seja L + n a lista obtida adicionado

n a cada subconjunto da lista L.

Seja S a lista que satisfaz a propriedade para o conjunto {1, ..., k} fornecida pela hipétese de
inducdo. Portanto, a lista obtida concatenando S e S™ + (k + 1) satisfaz a propriedade para
{1,...,k + 1}. De fato, note que: todo subconjunto de {1,...,k + 1} aparece exatamente
uma vez nessa lista concatenada; as listas S e S™ + (k + 1) satisfazem a propriedade de
supressao/adi¢ao e o primeiro subconjunto de S + (k + 1) é obtido adicionando k + 1 ao

ultimo subconjunto de S.



