


Emparelhamento
Hoje, grafos sao nao-direcionados
Definicao
Um emparelhamento M ¢ um conjunto de arestas que nao

compartilham nenhum no

Dizemos que um né é casado/emparelhado se é a ponta de alguma
aresta no emparelhamento
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Emparelhamento % F’“m

Aparecem em multiplas aplicacoes:

Atribuicao de projetos a as
Atribuicao de C*Wat’os a vagas
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Aparecem em miltiplas aplicagoes:

Atribuicao de projetos a pessoas
Atribuigdo de candidatos a vagas

Kidney exchange

Pergunta? Qual o maior emparelhamento num dado grafo?










Uma estrutura importante em emparelgamm%ammos € a

seguinte: @ 2
Defini¢ao (Caminho aumentante)

Dado um grafo G e um emparelhamento M um camigho

P =y ... v € aumentante com ri %ao a M se: y@ 2. Cgm‘,wk
) 7 aw“*/"*(
1) Os nds vy e v (inicio e fim) nao estao casados com ninguem pelo

emparelhamento
ABBuce P 1@«7“
—rCT , S

2) As arestas de P alternam:

ReLbeaeC, mﬁ’ etc.
M

cnv:;v%

>  Emparelhamentos 4/14
























































































































































































































































































































































































:tu- Bty g
Pom wE

mo W“XDM o ¢
/,‘p,,m/_(m dt e muﬂwf

(v £ cominlo)








































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































Emparelhamento

Pergunta: Considere um emparelhamento M e suponha que exista

um caminho aumentante P com relagao a M. Podemos usa P para
aumentar M?
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Emparelhamento

Pergunta: Considere um emparelhamento M e suponha que exista
um caminho aumentante P com relagao a M. Podemos usa P para
aumentar M?

Resp: Sim: basta trocar as arestas ao longo do caminho: remova as
que pertenciam ao emparelhamento, e adicione as que nao pertenciam

Exercicio: Prove que o conjunto de arestas M’ obtido é um
emparelhamento, e que tem mais arestas que M
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O contrario também ocorre: se nao exite caminho aumentante, entao
nao tem como aumentar o emparelhamento

Considere um grafo G e wm emparelhamento M. Entdo M ¢é o maior
emparelhamento do grafo se e somente se ndo existe caminho
aumentante com relacdo a M




Emparelhamento

O contrario também ocorre: se nao exite caminho aumentante, entao
nao tem como aumentar o emparelhamento

Teorema (Teorema de Berge)

Considere um grafo G e um emparelhamento M. Entao M ¢é o maior
emparelhamento do grafo se e somente se ndo existe caminho
aumentante com relacdo a M

>  Emparelhamentos 6/14
























































































































Isso nos da um “algoritmo” para encontrar o maior emparelhamento
em um grafo:






Emparelhamento

Isso nos da um “algoritmo” para encontrar o maior emparelhamento
em um grafo:

1) Comece com qualquer emparelhamento M (por exemplo, M = ()
2) Tente encontrar um caminho aumentante com relagao a M

3) Caso encontre, aumente M utilizando esse caminho, e repita o
Passo 2

4) Caso contrario o emparelhamento atual é méximo, retorne-o
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Emparelhamento

Isso nos da um “algoritmo” para encontrar o maior emparelhamento
em um grafo:

1) Comece com qualquer emparelhamento M (por exemplo, M = ()
2) Tente encontrar um caminho aumentante com relagao a M

3) Caso encontre, aumente M utilizando esse caminho, e repita o
Passo 2

4) Caso contrario o emparelhamento atual é méximo, retorne-o

A dificuldade é tentar encontrar o caminho aumentante. . .
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Um emparelhamento é perfeito se todos os nds ficam casados
















Emparelhamento

Definigao (Emparelhamento perfeito)

Um emparelhamento é perfeito se todos os nds ficam casados

1

Pergunta: Quais grafos tem emparelhamento perfeito?
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Pergunta dificil para grafos gerais. .. vamos estudar para uma classe
importante de grafos



Pergunta dificil para grafos gerais. .. vamos estudar para uma classe
importante de grafos

Um grafo € bipartido se podemos particionar seus nos em 2
conjuntos, A e B, tal que todas as arestas tenham uma ponta em A e
outra em B
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Pergunta dificil para grafos gerais. .. vamos estudar para uma classe
importante de grafos

Definigao (Grafo bipartido)

Um grafo € bipartido se podemos particionar seus nos em 2

conjuntos, A e B, tal que todas as arestas tenham uma ponta em A e
outra em B
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Dado um grafo bipartido G' e um conjunto S de nés em um lado,
usamos N (S) (neighbors) pra denotar os vizinhos de S, ou seja:

n6 u pertence a N(S) se e somente se existe aresta (u,v) com v € S



Emparelhamento

Dado um grafo bipartido G e um conjunto S de nés em um lado,
usamos N (S) (neighbors) pra denotar os vizinhos de S, ou seja:

né u pertence a N(S) se e somente se existe aresta (u,v) com v € S
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De volta a emparelhamentos perfeitos. . . Mostramos uma condigao
necessaria para existéncia de emparelhamento perfeito em grafos
bipartidos

Considere um grafo bipartido G. Se G tem um emparelhamento
perfeito entao para todo conjunto do nés S de um lado temos

IN(S)| W ISI.
























Considere um grafo bipartido G. Se G tem um emparelhamento
perfeito entao para todo conjunto do nés S de um lado temos

[N (S)| = |5].

Prova: O emparelhamento perfeito “casa” cada né em S com um
vizinho diferente no outro lado

= S tem pelo menos um vizinho pra cada um de seus nés



Na verdade, essa propriedade de vizinhos characteriza grafos
bipartidos com emparelhamento perfeito

Um grafo bipartido G tem emparelhamento perfeito se e somente se
para todo conjunto S de nos de um lado,

IN(S) = IS]



Na verdade, essa propriedade de vizinhos characteriza grafos
bipartidos com emparelhamento perfeito

Um grafo bipartido G tem emparelhamento perfeito se e somente se
para todo conjunto S de nos de um lado,

IN(S) = IS]



Exercicios

Exercicio 1: Encontre o maior emparelhamento no grafo abaixo

HExercicio 2: Use o Teorema de Hall para mostrar que o grafo acima
nao tem emparelhamento perfeito

Exercicio 3: Mostre que todo grafo bipartido onde todos os nés tem
grau k satisfaz a condicao |N(S)| > S V.S do Teorema de Hall
(e portanto tem emparelhamento perfeito)
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