


Novamente, hoje grafos sao nao-direcionados

Uma coloragao dos vértices de um grafo é uma atribuicao de cores
ao0s vértices onde vértices adjacentes recebem cores diferentes
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Coloracao

Novamente, hoje grafos sao nao-direcionados

Defini¢ao (Coloragao)

Uma coloragao dos vértices de um grafo é uma atribuicao de cores
ao0s vértices onde vértices adjacentes recebem cores diferentes

X(6)=3 % %

Definigao (Nimero cromético)

O nimero cromdtico de um grafo G, denotado x(G), é o menor
numero de cores pe&w para uma coloragdo
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Aplicagoes: Arestas representam conflitos

Ex: (Atribuigao de salas) Dada a grade de disciplinas da PUC para o
préximo periodo (disciplinas com hordrios ja definidos), quantas salas
de aulas sdo necessarias?



Coloracao

Aplicagoes: Arestas representam conflitos

Ex: (Atribuigao de salas) Dada a grade de disciplinas da PUC para o
préximo periodo (disciplinas com hordrios j& definidos), quantas salas

de aulas sao necessarias? .
Con. dhe

>  Coloragdo de Vértices 4/15



























































































































Coloracao

Aplicagoes: Arestas representam conflitos

Ex: (Atribuigao de salas) Dada a grade de disciplinas da PUC para o
préximo periodo (disciplinas com hordrios j& definidos), quantas salas
de aulas sao necessarias?

— Alocacao de transporte
— Alocacao de registradores por um compilador
— Sudoku

(Livro “A Guide to Graph Coloring”, Lewis)
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Pergunta: Qual é o niimero cromatico de um ciclo com ntmero
fmpar de nds?
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Pergunta: Qual é o nimero cromdtico de um ciclo com ndmero par
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Pergunta: Qual é o niimero cromatico de um ciclo com ntmero
fmpar de nds?

Resp: 3

Pergunta: Qual é o nimero cromdtico de um ciclo com ndmero par
de nos?

Resp: 2
Pergunta: Qual é o nimero cromético de um grafo bipartido?

Resp: 2



Coloracao

Numero cromético x(G) = k = G é k-partido

k-2 Xk YV ! a2
Wo-'r'u\
X{€)=K = K'?ﬁ'\' Nedla
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Cotas superiores: Certamente x(G) < # nés
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Mas intuitivamente, se o grafo tem poucas arestas o niimero
cromatico deve ser pequeno



Cotas superiores: Certamente x(G) < # nés

Mas intuitivamente, se o grafo tem poucas arestas o niimero
cromatico deve ser pequeno

Pra todo grafo, x(G) < \/2 - #arestas + i + %




Proposicao

Pra todo grafo, x(G) < \/2 - #arestas + % + %

Prova: Considere uma coloragao de G com x(G) cores

corl
cor2

OO

cory(G)—1 cor y(G)
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Proposicao

Pra todo grafo, x(G) < \/2 - #arestas + % + %

Prova: Considere uma coloragao de G com x(G) cores

corl

cory(G)—1 cor y(G)

Pra cada par de cores diferentes, tem pelo menos uma aresta
conectando essas cores, senao dava para reduzir o niimero de cores
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Proposicao

Pra todo grafo, x(G) < \/2 - #arestas + % + %

Prova: Considere uma coloragao de G com x(G) cores

corl
cor2

cory(G)—1 cor y(G)

Pra cada par de cores diferentes, tem pelo menos uma aresta
conectando essas cores, senao dava para reduzir o niimero de cores

Entao #arestas > (X(2G)) = 7X(G)(X2(G)fl)
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Proposicao

Pra todo grafo, x(G) < \/2 - #arestas + % + %

Prova: Considere uma coloragao de G com x(G) cores

corl
cor2

cory(G)—1 cor y(G)

Pra cada par de cores diferentes, tem pelo menos uma aresta
conectando essas cores, senao dava para reduzir o niimero de cores

Entao #arestas > (X(2G)) = 7X(G)(X2(G)fl)

Ou seja, #arestas = X(TG)Q = x(G) < /2 - #arestas O
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Além disso, se os graus dos nés de G sdo pequenos, o nimero
cromatico também deve ser pequeno



Além disso, se os graus dos nés de G sdo pequenos, o nimero
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Para qualquer grafo simples G, x(G) < maior grau+ 1
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Além disso, se os graus dos nés de G sdo pequenos, o nimero
cromatico também deve ser pequeno

Para qualquer grafo simples G, x(G) < maior grau+ 1

Prova: Por inducao no nimero de vértices

Caso base: 0 vértices, ok X(@)= QO « O





































































Para qualquer grafo simples G, x(G) < maior grau+ 1

Prova: Por inducao no niimero de nés



Proposicao

Para qualquer grafo simples G, x(G) < maior grau+ 1

Prova: Por indugao no niimero de nés

Caso base: 0 vértices, ok
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Proposicao

Para qualquer grafo simples G, x(G) < maior grau+ 1
Prova: Por indugao no niimero de nés
Caso base: 0 vértices, ok

Passo indutivo: Suponha que a proposicao vale para para todo
grafo com n nés
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Proposicao

Para qualquer grafo simples G, x(G) < maior grau+ 1
Prova: Por indugao no niimero de nés
Caso base: 0 vértices, ok

Passo indutivo: Suponha que a proposicao vale para para todo
grafo com n nés

Considere grafo G com n + 1 nés. Considere um né qualquer v de G
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Proposicao

Para qualquer grafo simples G, x(G) < maior grau+ 1
Prova: Por indugao no niimero de nés
Caso base: 0 vértices, ok

Passo indutivo: Suponha que a proposicao vale para para todo
grafo com n nés

Considere grafo G com n + 1 nés. Considere um né qualquer v de G

Usando a hipétese indutiva, colora G — v com [maior grau + 1]
COres s e Tem § “tnion qpama’_tdyMlen

_ o Jenlo
& // ~ Gove Lwe<or qou +1]
Coren a /ruwva M/w
=) 'l’M Con T‘\C/ Wed P‘ pradha e -Q?AM \IA‘);N\IO
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Proposicao

Para qualquer grafo simples G, x(G) < maior grau+ 1
Prova: Por indugao no niimero de nés
Caso base: 0 vértices, ok

Passo indutivo: Suponha que a proposicao vale para para todo
grafo com n nés

Considere grafo G com n + 1 nés. Considere um né qualquer v de G

<

Usando a hipétese indutiva, colora G — v com [maior grau + 1]
cores

Como v tem no maximo [maior grau] vizinhos, uma dessas cores nao
aparece em algum vizinho de v

= use essa cor em v para obter uma coloragao do grafo G total
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Lembre que grafos bipartidos (ou com nimero cromatico 2) sao
importantes em emparelhamentos
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Lembre que grafos bipartidos (ou com nimero cromatico 2) sao
importantes em emparelhamentos

Vamos caracterizar grafos bipartidos

Todo ciclo impar tem nimero cromdtico 3

Entao temos a seguinte consequéncia:

Considere um grafo G. Se ele tem ciclo impar, entdo G nao é
bipartido



Coloracao

Lembre que grafos bipartidos (ou com ntimero cromético 2) sao
importantes em emparelhamentos

Vamos caracterizar grafos bipartidos

Proposicao

Todo ciclo impar tem numero cromdtico 3

Entao temos a seguinte consequéncia:

Proposicao
Considere um grafo G. Se ele tem ciclo impar, entdo G nao é
bipartido

Prova: Se ndo tem como colorir o ciclo de G com 2 cores, entao nao
tem como colorir G com 2 cores
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Tem também o inverso

Se G nao tem ciclo impar, entdo G € bipartido



Tem também o inverso
Proposicao
Se G nao tem ciclo impar, entao G € bipartido

Prova: Considere um né s qualquer. Seja L; o conjunto de nds com
distancia i de s

Pinte as “camadas” L; de forma alternada com 2 cores: Ly azul, L
vermelho, Lo azul, etc.
(ou seja, pra i par pinte de azul, pra ¢ impar pinte de vermelho)

Precisamos mostrar é coloracao, ou seja, nao existe aresta com ambas
as pontas azul (camada par) ou ambas as pontas vermelho (camada
impar)

LG,
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Vamos mostrar que nao tem aresta azul/azul
(o caso vermelho/vermelho é idéntico) .

Por contradigao, suponha que tenha aresta entre nés u € L; e v € L;
onde ¢ e j sao par (azul)

Considere o caminho mais curto de s a u, e de s a v. Seja w o ultimo

nd comum nesses caminhos
= temos o ciclo w ~ u — v ~> w

Além disso, esse ciclo é impar: os caminhos w ~» u e v ~» w tem a

mesma paridade = contrE‘ dicéa ue G nao tem ciclo impar

/ééa_ FUA ) Wl owiton
K ourden - i“f"“. @
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Juntas essas proposicoes dao a seguinte caracterizagao de grafos
bipartidos:

G € bipartido se e somente se ndao tem ciclo impar



Exercicios

Exercicio 1: Encontre o nimero cromatico do grafo abaixo

Exercicio 2: O que acontece com o ntimero cromatico quando
adicionamos uma aresta? E quando removemos uma aresta?

Exercicio 3: Considere um grafo G com 2 componentes conexos.

Relacione o niimero cromaético de G com o de seus componentes
conexos .
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Exercicios

Exercicio 1: Encontre o nimero cromatico do grafo abaixo

X(G)=3
Wode &xa ow f\CM

Exercicio 2: O que acontece com o nimero cromatico quany
adicionamos uma aresta? E quando removemos uma aresta?
Exercicio 3: Considere um grafo G com 2 componeiftes conexos.
Relacione o niimero cromaético de G com o de seus componentes
¢

ONexos . G.
o| O O Heormele e
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Exercicios

Exercicio 4: Dado grafo, um conjunto independente é um conjunto
de nés que nao tem nenhuma aresta entre eles

Considere um grafo G com 100 nés cujo maior conjunto independente
tem tamanho 25. O ntmero cromatico de G pode ser 37

Feencicie 5 D& um QQ%/_\ALVm 'P/ mc@ﬁm AAWNO,
ceQ(f\v\CS@ cf ¢ waian pamt] Cows
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Exercicio 4: Dado grafo, um conjunto independente é um conjunto
de nés que nao tem nenhuma aresta entre eles

Considere um grafo G com 100 nds cujo maior conjunto independente
tem tamanho 25. O ntmero cromatico de G pode ser 37 'Jag I

G et imen de

Cow) . inlcf.
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