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2¢ Lista de Exercicios

1. Considere um mapa rodoviario e um motorista que tem que ir do vértice s ao t. O mapa
é representado pelo grafo G = (V, E), nao-orientado onde os valores associados as arestas
e € E, h,, correspondem as altitudes das estradas correspondentes aos trechos. O motorista
nao gosta de altitude e quer fazer o caminho que minimiza a maior altitude que ele vai passar.
Proponha uma algoritmo que encontre esse caminho (Dica: utilize um algoritmo de arvore
geradora minima). Qual a complexidade do seu algoritmo ? Tem que ser O(n?).

2. Uma floresta é um grafo sem ciclos. Seja um grafo G = (V, E), nao-orientado onde os pesos
das arestas e € E sao dados por w.. Proponha um algoritmo para encontrar uma floresta
com k arestas, K < n — 1, de peso total minimo. Sua complexidade tem que ser O(n?) ou
inferior. Qual seria a complexidade utilizando o algoritmo de Kruskal ? Projete um algoritmo
de complexidade O(K'm log K) para esse problema.

3. Uma 1-arvore geradora minima pode ser obtida adicionando-se a arvore geradora minima a
menor aresta que nao pertence a mesma. Suponha agora que essa aresta adicional precise estar
conectada a um dado vértice v, isto é o unico ciclo da 1 arvore deve conter o vértice v e apds
a remocao de uma aresta ligada ao vértice v deve restar uma arvore. Proponha um algoritmo
para encontrar uma l-arvore geradora minima com esta restrigao.

4. Considere que a arvore geradora de peso minimo (AGM) de G = (V, E), nao-orientado onde
os pesos das arestas e € E sao dados por w,, é conhecida. Considere agora que um novo
vértice foi acrescentado a G com arestas para todos os vértices em V. Proponha um algoritmo
para encontrar a nova AGM. Seu algoritmo deve excutar em O(n log n) ou menos. Tente
encontrar um algoritmo O(n), existe.

5. Seja o grafo G = (V,E) onde V = {1,2,3,4,5,6} e E = {(1,2,5), (1,3,2), (1,4,2), (2,5,2),
(3,4,1), (3,6,6), (4,2,1), (4,6,7), (5,4,1), (5,6,3)}, onde os trios (u,v,l) indicam os vértice
de partida, de chegada e a distancia do arco.

(a) Aplique o algoritmo de Ford-Bellman (”Corregao de Rétulos”) para encontrar os c.m.c.’s
do vértice 1 aos demais.

(b) Aplique o algoritmo de Dijkstra para encontrar os c.m.c.’s do vértice 1 aos demais.

(c¢) Suponha agora que os arcos nao tem orientacao, ou seja se existe o arco (u,v,[), também
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existe o arco (v, u,l), e aplique o algoritmo de Kruskal para encontrar a Arvore Geradora,
Minima de G.



(d)
(e)

Ainda supondo que os arcos nao tem orientacao, aplique o algoritmo de Prim para en-
contrar a Arvore Geradora Minima de G.

Ainda supondo que os arcos nao tem orientacao, aplique o algoritmo de Floyd-Warshall
para encontrar os c.m.c.’s entre todos os pares de vértices.

6. Considere o algoritmo de Dijkstra para encontrar o caminho mais curto entre um vértice fonte
e os demais vértices de um grafo orientado G = (V, E') onde a distancia associada a um arco

e €

E é dada por I, = [,, onde v e w sao o vértice de partida e de chegada do arco e,

respectivamente. (As complexidades devem ser obtidas em funcéo de n = |V| e m = |E]).

Algoritmo Dijkstra (s - fonte)

Passo 0:

Passo 1:

Inicializacao
Seja S o conjunto de vértices com caminho mais curto a partir de s determinado, e S seu
complemento (S =V —5).
S—10
d(i) < +oo Vie V;
d(s) « 0; pred(s) « 0;
Iteracao
Enquanto S C V faga

1.1 Encontre v € S t.q. d(v) = min d(w)
wesS

1.2 S+ SU{v}; S« S\ {v};
1.3 Para todo w € I'" (v)
Se d(v) + lyw < d(w)
entao d(w) «— d(v) + lyy; pred(w) «— v;

Responda aos itens abaixo:

()

Considere que o passo 1.1 é realizado através do uso de um vetor que armazena os valores
d(i),i=1,...,n. Qual a complexidade desta implementagao do algoritmo de Dijkstra ?

Qual a complexidade global do passo 1.1 ? E do item 1.3 7

A implementacao que utiliza uma d-Heap para armazenar d(i) faz uso das operagoes
remove — topo(H) no passo 1.1 e reduz — chave(H, posicao(v), novo — valor) no passo
1.3. Reescreva estes passos utilizando estas operagoes e analise a complexidade global do
algoritmo.

Considere agora que todas as distancias l,,, sao inteiros e que C' = max(,w)ecr lvw (qual
a maior distancia possivel em um caminho 7). Observe que a distancia d(v) do vértice
selecionado no passo 1.1 a cada iteragao ¢ maior ou igual a do vértice selecionado na
iteracdo anterior. Considere que buckets (ou caixas) sao criadas para os valores de 0 a
nC. Cada bucket utiliza uma lista duplamente encadeada para armazenar os vértices v
tais que d(v) tem o valor correspondente ao bucket. Um vetor (d) é utilizado para indicar
em que bucket estd armazenado.

i. Escreva os passos 1.1 e 1.3 utilizando a estrutura descrita acima.

ii. Analise a complexidade deste algoritmo. Qual seria a complexidade deste algoritmo
quando as distancias sao dadas pelo nimero de arestas no caminho 7



10.

11.

12.

13.

14.

15.

Considere o problema de encontrar o caminho-mais-curto entre todos os pares de vértices onde
os arcos do grafo orientado G = (V, F)) podem assumir valores negativos.

a) Proponha um algoritmo para determinar se o grafo possui ciclo negativo. Analise sua
g g g
complexidade.

(b) Proponha um algoritmo que, nos casos em que um ou mais ciclos negativos estao presentes
em (G, indique os pares de vértices que possuem caminhos-mais-curtos entre eles em G,
ou seja cmce’s que nao passam pelos ciclos negativos.

(C,L & R, 1990, ex. cap 24-1 ou C, L, R & S, 2001, ex. cap 23-1 ) “Second best minimum
spanning tree”

(C,.L & R, 1990, ex. cap 25-1 ou C, L, R & S, 2001, ex. cap 24-1 ) “Yen’s improvement to
Bellman-Ford”

(C,L & R, 1990, ex. cap 25-3 ou C, L, R & S, 2001, ex. cap 24-3 ) “Arbitrage”
Prove que é verdade ou que ¢ falso (nesse caso apresentando um contra-exemplo).

(a) Se todas as distancias dos arcos sao diferentes, entao a arvore de c.m.c. (de s aos outros
vértices do grafo) é tnica.

(b) Considere a distancia dos c.m.c. de s aos outros vértices do grafo. Se a distancia de cada
arco é aumentada de k unidades (ou seja !, < l,, + k para todo arco e = (u,v) € E), as
distancias dos c.m.c. aumentam de um multiplo de k.

(c) Se forem retiradas a orientagdes dos arcos de um grafo orientado G (i.e. passa ser possivel
passar nos dois sentidos), as distancias dos c.m.c.’s permanecem as mesmas.

(d) Entre todos os c.m.c.’s existentes entre dois vértices em um grafo, o algoritmo de Dijkstra
sempre acha o c.m.c. que possui o0 menor nimero de arestas.

Considere o c.m.c. entre um par de vértices em um grafo orientado G = (V, E), s e t por
exemplo. Um arco vital com respeito a esse c.m.c. é um arco que, se retirado do grafo, a
distancia do c.m.c. de s a t aumenta. O arco mais vital é aquele cuja retirada causa o maior
aumento.

e Proponha um algoritmo para encontrar o arco mais vital dados G = (V, E), s e t.

e Analise a complexidade do seu algoritmo.

Seja G = (V, E) um grafo orientado e aciclico, com distancias [, para e € E , e s um vértice a
partir do qual existe caminho para todos os demais vértices do grafo. Proponha um algoritmo
com complexidade O(m), m = |E|, para encontrar os c.m.c.’s de s aos outros vértices do grafo.
(Dica: use ordenacao topoldgica.)

Suponha que foram obtidos os c.m.c.’s de s aos outros vértices de GG e a arvore de c.m.c.
é conhecida. Suponha agora que as distancias de todos os arcos deve ser aumentada de k
unidades (ou seja I/, < l,, + k para todo arco e = (u,v) € F). Proponha um algoritmo O(m)
para obter os novos c.m.c.’s.

Sejam Py, P, e P3 trés problemas tais que Py o, Po @usiogn Ps (i€, P é redutivel a P, em
tempo linear e P, a P3 em tempo n®logn). Assuma a hipétese de que Py é Q(nlogn). Assuma
também que vocé conhece um algoritmo O(n?) para resolver P3. Discuta as afirmagdes abaixo.
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16.

17.

18.

19.

20.

(a) O que vocé pode dizer sobre a complexidade de resolugao de P» 7 Qual a complexidade
do melhor algoritmo que vocé conhece para P, 7

(b) Todo algoritmo que resolve P, tem que gastar pelo menos tempo quadratico (P é (n?)).
(c) Q(nlogn) é um limite inferior para a complexidade de P.
(d) P, pode ser resolvido no pior caso em tempo O(n log n).

Sejam P; e P, dois problemas tais que P;agn Py. Assuma a hipétese de que Py € N P—completo.

Assuma também que vocé conhece um algoritmo O(n?) para resolver P,. Discuta as afirmagoes
abaixo.

a) P, € NP — completo.

(a)
(b) Py tem algoritmo polinomial para a sua resolugao.
(¢) Somente algoritmos de complexidade exponencial resolvem P;.

(d) Somente algoritmos de complexidade exponencial resolvem P;.

Defina as classes de problemas P, NP e N P—completo Relacione estas classes e dé um exemplo
de problema para cada classe.

Seja P o conjunto dos problemas para os quais existem algoritmos deterministicos polinomias
para a sua resolucao . Seja NP o conjunto dos problemas para os quais existem algoritmos
nao-deterministicos polinomias para a sua resolugao . Naturalmente P estd contido em N P.
Considere os problemas P, € P e P, € NP — completo. Indique se cada afirmacao abaixo é
verdadeira, falsa ou se nao se sabe.

(a) Conhece-se uma redugao de P, para P, que toma tempo polinomial (O(n*)).

(b) Se existe um algoritmo deterministico polinomial para a resolu¢ao de P, entdo podemos
afirmar que P, € NP — completo assim como P, € P.

(¢) P é pelo menos tao dificil quanto 3 — SAT.
(d) 3 — SAT é pelo menos tao dificil quanto Ps.

(e) Conhece-se uma reducao de P, para P, que toma tempo polinomial.

Sabe-se que o problema (MC), abaixo, pertence a NP-completo. Use este conhecimento para
provar que (MSS) também pertence a NP-completo.

Clique-Maximo (MC) - Dado um grafo nao-orientado G = (V, A) e uma constante K. Pergunta-
se se este grafo GG possui um clique (isto é um sub-grafo completo) de cardinalidade maior ou
igual a K.

Estdvel-Méximo (MSS) - Dado um grafo ndo-orientado G = (V,A) e uma constante K.
Pergunta-se se este grafo G possui um conjunto de vértices independentes (isto é, um con-
junto de vértices onde nao existe aresta entre nenhum par do conjunto) de cardinalidade maior
ou igual a K.

(Dica: Siga os passos para provar que um problema é NP-completo. A reducao pedida aqui é
muito, mas muito simples. Leia com cuidado e desenhe exemplos dos problemas).

Prove que os problemas abaixo pertencem a NP. Em seguida, apresente uma relaxacao
(aceitavel, a melhor que vocé pode conseguir) e calculdvel em tempo polinomial para as versoes
de otimizacao de cada um deles.
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Arvore Geradora Minima com restricao de Grau (AGG) - Dado um grafo nio-orientado
G = (V, E), pesos w, € E e constantes K e C.

Pergunta-se se este grafo G possui uma arvore geradora cujo grau em nenhum dos vértices
seja superior a K e cuja soma dos pesos das arestas nesta arvore seja no maximo C.

(minimize C)

Clique-Méaximo (MC) - Dado um grafo nao-orientado G = (V, A) e uma constante K.
Pergunta-se se este grafo G possui um clique (isto é um sub-grafo completo) de cardinal-
idade maior ou igual a K.

(maximize K)

(MS): Dados um conjunto de maquinas M = {my, ms,...,m,} e um conjunto de tarefas
T = {t1,ts,...,t,} cada uma com uma duragdo d; € Z, i = 1,...,q onde d; associada
e uma constante K. Considerando-se que as tarefas podem ser atribuidas a qualquer
maquina indistintamente. Pergunta-se se existe uma atribuicao das tarefas as p maquinas
tal que o instante em que a ultima tarefa é terminada é menor ou igual que K (Isto é, a
duracao total é inferior ou igual a K).

(minimize K)

21. Considere os seguintes problemas:

(GBS)

(PART)

(CMQ)

Instancia: Um alfabeto finito 3, um string x € ¥*, e um inteiro positivo K.

Questao: Existe uma sequéncia de K ou menos swaps (troca de dois caracteres adjacentes)
que transforma z em um string y onde caracteres iguais formam sequéncias continuas 7 (Le.,
sequéncias como aba nao ocorrem em Y).

Instancia: Dado um conjunto de elementos X = {x1,x2,...,2,} e seus respectivos tamanhos
T ={ty,t2,...,t,}, onde t; é um inteiro para todo 1.

Questao: Existe um subconjunto S de X tal que > t; = > ¢ 7
z; €S r,€EX—S

Instancia: Dados um grafo orientado G = (V, A) com comprimentos positivos associados aos
arcos (i,j) € A, dois vértices s,t € V e um inteiro K.

Questao: Existe um caminho do vértice s ao vértice t que possua comprimento menor ou igual
aK?

Prove que os problemas acima pertencem a N P.

Dado que (PART), acima, é NP-completo, prove que (HSP), abaixo, também é NP-
completo. (Um problema P; NP-completo é um problema que pertence a NP e no qual é
possivel transformar, em tempo polinomial, qualquer problema em NP nele, i.e. P a0, P2
VP, € NP).

(HSP) Instancia: Dado um conjunto de elementos N = {1,2,...,n}, e respectivos pesos
inteiro A = {ay,as,...,a,} e B={by,bs,...,b,}, e uma constante C.

Questao: Existe um subconjunto S de N tal que

2ies i
Zies bi
é maior ou igual a C.

Dica: observe que a maior razao é aquela que tem o menor denominador (1 por exemplo).
Construa uma instancia de (HSP) equivalente a uma instancia de (PART).



22. Considere a versao otimizagao do problema (GBS), esta pertence a NP-dificil:

(GBS) Instancia: Um alfabeto finito 3, um string x € ¥*, e um inteiro positivo K. Problema:
Encontrar uma sequéncia com nimero minimo de swaps (troca de dois caracteres adja-
centes) que transforma z em um string y onde caracteres iguais formam sequéncias continuas ?

(Le.,

Alg 1:

Alg 2:

sequéncias como aba nao ocorrem em Y).

Ordene os elementos de X presentes em z em ordem lexicografica (alfabética) e obtenha o
string final, y, fazendo cada caractere aparecer exatamente o nimero de vezes que aparece
em x. Comecando da esquerda, faca os swaps necessarios em x para colocar o caractere
mais préximo na posicao que estd em y, obtendo um novo string x. Repita até que o x
esteja idéntico a y. Contabilize o niimero de swaps e retorne este valor.

Para cada par de caracteres iguais presentes em x, encontre o niimero de swaps necessarios
para coloca-los juntos. Encontre o nimero minimo de swaps para cada caractere diferente.
Retorne o maior destes valores (minimos para cada carctere diferente).

Execute os algoritmos acima na instancia:
cbaaababdbacca

Analise a complexidade dos algoritmos 1 e 2 acima. O tamanho da entrada n é o niimero
de caracteres em x. (Encontre as fungdes Q2 e O).

Qual dos algoritmos acima obtém uma “solucao viavel” para o GBS 7 Por que este nao
obtém consistentemente o menor nimero possivel de swaps ?

Qual dos algoritmos retorna um limite inferior para o nimero de swaps 7 (L.e. é uma
relaxacao). Prove que o valor que este algoritmo retorna é garantidamente um limite
inferior (argumente!).

Proponha um algoritmo que encontre sempre o nimero minimo de swaps, ou seja a re-
sposta 6tima para GBS.



