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Lista 4

1. Considere o problema de Fluxo Maximo do vértice s ao vértice ¢ em um grafo orientado

G —

(a)

(V, E) com a restrigao de que as capacidades de todos os arcos no grafo é 1.

Proponha um algoritmo com complexidade O(nm) para encontrar o fluxo méximo destes
grafos e discuta a sua implementacao. (Descreva o algoritmo informalmente, apresente as
estruturas que devem ser utilizadas e as operagoes necessarias, reescreva o algoritmo em
fungao destas operagoes e analise cuidadosamente sua complexidade).

Hoje, o algoritmo de complexidade mais baixa para este problema tem complexidade
O(min{n?3m, m3?}) (ver Ahuja secdo 8.2). Qual o gargalo do seu algoritmo ? Onde o
seu algoritmo pode ser melhorado ?

Considere agora que os arcos da rede possuem capacidades quaisquer. Explique como
este algoritmo pode ser utilizado para se obter um algoritmo para o problema genérico de
Fluxo Maximo de complexidade polinomial dada por O(n.m.logU), onde U é a capacidade
do arco com maior capacidade.

2. Considere uma arvore bindria de busca onde a sub-arvore com raiz em um né z possui size[z]
elementos. Seja o uma constante tal que 1/2 < o < 1. Um né = da arvore é dito balanceado
se sizelleft[z]] < a.size[x] e size|rigth|z]] < a.size|x] onde left]x] e right[z] sdo os nos filhos
a esquera e a direita do no x, respectivamente. A arvore de busca é a-balanceada se todos
0s seus nods sao a-balanceados.

(a)

Dado um né x, arbitrario, mostre como reconstruir sua sub-arvore de modo que fique
1/2-balanceada. O algoritmo deve executar em O(size[z]) (que é O(size[x])). Lembre
que a sub-arvore de x ja é uma sub-arvore de busca e size[v] diz quantos elementos estao
na sub-arvore de v.

Mostre que a operacao de busca em uma arvore a-balanceada com n elementos ¢é feita
em O(log n). (Fécil !!)

A partir deste item assuma que a > 1/2 (ou seja é estritamente maior que 1/2). Se-
ponha que as operacoes de Insert e Delete sao implementadas da forma habitual, sem
rotacoes, exceto que quando algum né nao estd mais a-balanceado, a operagao do item
a) (reconstrucao para deixar 1/2-balanceada) é feita no né desbalanceado de maior nivel.
A idéia é analisar este esquema de reconstrucao utilizando o método do pontencial para
analize amortizada. Para um né x na arvore binéaria T' define-se:

A(x) = |size[left[z]] — size|right|x]]|



Define-se também o potencial na avore T', ®(T") como:

PT)=c > A

2€T|A(z)>2

onde ¢ é uma constante sufucientemente grande que depende de «.

(d) Argumente que qualquer &rvore bindria de busca tem potencial nao-negativo e que uma
arvore 1/2-balanceada tem potencial 0.

(e) Suponha que m unidades de potencial podem pagar pela reconstru¢ao de uma sub-arvore
com m nos. Que valor, em funcao de «a, deve ter ¢ para que a operacao de reconstrucao
tome tempo amortizado constante (O(1)), quando é aplicada sobre uma sub-arvore que
nao esta a-balanceada 7

(f) Mostre que as operagoes de Insert e Delete tomam tempo amortizado O(log n).



