Capitulo 3

Projeto de Algoritmos e Inducao
Matematica

Um algoritmo é uma descricao precisa de um método para a resolucao de determinado problema.
Este capitulo apresenta a relacao entre a prova de teoremas por inducao matematica e o projeto
de algoritmos. Conforme se verd, é possivel extrair de uma prova por inducao um algoritmo para
a resolucao do problema associado ao teorema provado. A partir desse principio, o método pode
também ser utilizado para provar que um algoritmo estd correto. O método tem ainda a qualidade
adicional de permitir que se compreendam as razoes pelas quais um algoritmo de fato encontra a
solucao para o problema proposto.

3.1 Provas Indutivas e Algoritmos

3.1.1 Recursividade e Indugao Matematica

Um importante conceito, presente tanto na Matemédtica quanto na Ciéncia da Computagao, ¢é
o de recursividade. Em termos gerais, ele se refere a uma definicao que é feita em termos de
si mesma. Mais concretamente, um programa (ou fungio, ou procedimento) é dito recursivo
quanto tem a possibilidade de fazer chamadas a si mesmo para resolver determinada instancia.
Evidentemente, o programa deve ter também um critério de parada para evitar que as chamadas
se acumulem indefinidamente. Nem toda chamada deve gerar uma nova chamada, ou o programa
jamais terminaria. Programas nao-recursivos sao chamados de iterativos.

Na Matematica, a recursividade aparece normalmente na forma de relacoes de recorréncia.
Pode-se definir o fatorial de um inteiro positivo n da seguinte forma:

n'—{ n(n—1)! sen>0

1 sen=>0

Observe que os elementos essenciais da recursividade estao presentes na relacao de recorréncia.
A primeira linha (caso n > () corresponde a chamada recursiva; a segunda (n = 0) é o critério de
parada. Essa relagao de recorréncia pode prontamente ser convertida em uma algoritmo recursivo
para determinar o fatorial de um inteiro n, como mostra a figura 3.1.
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01 function fact (n): integer {

02 if (n = 0) return 1; [¥criterio de parada*®/

03 else return (n-fact(n — 1)); /*chamada recursiva®/
04 }

Figura 3.1: Algoritmo recursivo para o calculo do fatorial de n

O conceito de recursividade estd intimamente relacionado a provas por indug¢ao matemadtica.
O passo indutivo pode ser interpretado como a tentativa de se resolver um problema de certo
tamanho (determinado pelo parametro de indugao). Para isso, utiliza-se a hipétese de indugao,
que nada mais é que a solucao de um problema do mesmo tipo, mas de tamanho menor; o principio
é exatamente o mesmo de uma chamada recursiva. O caso base da prova, por sua vez, fornece
o critério de parada do algoritmo. Note que provas por inducao levam naturalmente a uma im-
plementagao recursiva do algoritmo. (No entanto, é importante observar que é possivel converter
implementagoes recursivas em iterativas. Em alguns casos, essa é uma operacao simples; em outros,
extremamente trabalhosa.)

Recursivo ou iterativo, o importanto é que um algoritmo pode ser elaborado. Assim sendo, se
formos capazes de enunciar um teorema que represente o problema que se deseja resolver e, além
disso, provarmos esse teorema por inducao matematica, seremos também capazes de construir um
algoritmo garantidamente correto para o problema.

Um Exemplo Simples

[MAX] Dado um conjunto E = {ey,e3,...,e,} ondeej € Z, j = 1,...,n, determinar o maior valor

presente em E.

O teorema mais natural (existem outros, conforme veremos mais adiante) a ser enunciado para a
resolucio de [MAX] é o de que se sabe resolver uma instancia de [MAX] de um tamanho determinado,
o que pode ser sempre feito para qualquer problema cujas informacoes sobre a instincia possam
ser especificadas por um conjunto discreto. Deste modo, o teorema relacionado a [MAX] para uma
instancia de tamanho n, T'(n) é enunciado como se segue:

Teorema T'(n): Sabe-se resolver [MAX] para |E| = n, sendo n um inteiro positivo.

Prova Por indugao simples em n. O caso base, n = 1, é trivial: o maior elemento de um
conjunto unitdrio E = {e1} ¢ e, o tnico elemento do conjunto. T(1) é verdadeiro, portanto.
Como hipétese de indugao, suponha que T'(k — 1) (k > 1) seja verdadeiro, ou seja, que saibamos
encontrar o maior elemento de um conjunto com n = k — 1 elementos. Devemos provar que
isso implica que se sabe encontrar o méaximo de um conjunto de cardinalidade n = k. Seja
Ey = {e1,€e2,...,€x_1,€r} um conjunto qualquer com k elementos. E}, pode ser particionado em
dois subconjuntos: Ej_; = {e1,ea,...,e,_1} e {er}. Como Ej_; tem k — 1 elementos, a hipdtese
de indugao garante que ¢é possivel encontrar o indice m (1 < m < k) tal que e,, ¢ um maximo de
Ej_;. Sendo Ej_; um subconjunto de Ey, e, é¢ um candidato a maximo de Fy; o outro candidato
é ey, o unico elemento nao considerado na hipdtese de indugao. Para determinar o maximo, basta
comparar e,, e ey e escolher o maior deles. a
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Apesar de se tratar de uma prova muito simples, ela pode parecer um tanto trabalhosa para
um problema tao trivial. No entanto, ela tem uma particularidade interessante: dela se deriva um
algoritmo para a resolugao de [MAX] para um conjunto E de cardinalidade n, sendo n qualquer
inteiro positivo. E o mais importante: da prova deriva-se um algoritmo garantidamente correto.

Devido a prépria natureza da prova indutiva, a maneira mais natural de se representar o
algoritmo gerado a partir dela é em sua versao recursiva. O uso da hipdtese de indugao pode
ser interpretado como uma chamada recursiva. O caso base da prova indutiva, nao por acaso,
é o caso base do algoritmo recursivo. A correspondéncia é ébvia nesse caso, conforme mostra o
pseudocédigo da figura 3.2.

01 function max (E, n): integer {

02 if (n =1) return E[1]; [*caso base*

03 M + max (E,n — 1); /*uso da hipotese de inducao*/
04 if (M > E[n]) return M; /*passo indutivo™/

05 else return E[n];

06 }

Figura 3.2: Algoritmo recursivo para [MAX]

Com alguma adaptacao, a prova indutiva pode ser transformada também em um algoritmo
iterativo (figura 3.3). Nesse caso, resolve-se primeiro o caso base, T'(1). A partir dessa solugao,
utiliza-se o passo indutivo para a resolugao de T'(2). Da mesma forma, resolve-se T(3) a partir
de T(2), T(4) a partir de T(3) e assim sucessivamente, até que o problema completo, T'(n), esteja
resolvido. Na verdade, isso também é feito na versao recursiva; nesse caso, entretanto, parece mais
natural a linha de raciocinio “invertida”: “para resolver T'(n) utiliza-se T(n — 1); T(n — 1), por
sua vez, é resolvido a partir de T'(n — 2); e assim sucessivamente, até que se chegue ao caso base”.
Conforme ja mencionado na secao 77, ambas sao perfeitamente equivalentes.

01 function max (E, n): integer {

02 M + E[1]; /¥caso base*

03 for i + 2 ton do { /*uso da hipotese de inducao*/
04 if (E[i] > M) M « E[i]; /*passo indutivo*/

05

06 return M;

07 }

Figura 3.3: Algoritmo iterativo para [MAX]

No pseudocédigo da figura 3.2, pode-se observar claramente o caso base (linha 2) e a operacao
bésica realizada no passo indutivo (linha 4). O uso da hipétese de inducao nao é tao claro, mas
pode-se considerar que ele estd implicito no loop iniciado na linha 3, que é o que permite que
instancias progressivamente maiores sejam resolvidas a partir de instancias menores.

Em geral, para problemas mais simples, é isso o que ocorre quando um algoritmo recursivo
é transformado em um algoritmo iterativo: a recursdo converte-se em um loop. Apesar de o
procedimento ser muito simples nesse caso, nem sempre é isso que ocorre. Em particular, a
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conversao de algoritmos com mais de uma chamada recursiva normalmente requer a utilizacao de
estruturas de dados especiais para armazenar os resultados parciais obtidos pelo programa. De
qualquer forma, fazer essa transformacao nao é de forma alguma necessario: para resolver um
problema, um algoritmo recursivo é tao bom quanto um iterativo. Além disso, tem a vantagem
de evidenciar mais claramente o teorema a partir do qual foi construido, bem como as suas partes
constituintes: caso base, uso da hipdtese e passo indutivo.

3.1.2 Algoritmo Alternativo

Pode-se dizer que os dois pseudocddigos para [MAX] apresentados até aqui na verdade sao difer-
entes implementagoes do mesmo algoritmo. Afinal, sdo derivados da mesma prova para o teorema
apresentado. Conforme se verd nesta secao, uma prova diferente do mesmo teorema da origem a
um algoritmo essencialmente distinto dos apresentados.

Cosideremos uma prova por indugéo forte do teorema associado a [MAX] (a prova anterior foi

por indugao simples).

Prova Por inducao simples em n. O caso base é o mesmo da prova anterior, n = 1: o maximo
de um conjunto unitdrio é seu dnico elemento. Como hipdtese de inducado, suponha que T'(n)
(1 < n < k) seja verdadeiro, ou seja, que saibamos encontrar o maior elemento de um conjunto
com n < k elementos. Deve-se provar que isso implica que se sabe encontrar o maximo de um
conjunto de cardinalidade n = k. Seja Ejp = {e1,ea,...,ex_1,€r} um conjunto qualquer com k
elementos. Ej pode ser particionado em dois subconjuntos menores: E, = {el,eg,...,eLn/ZJ}
e By = {el_n/ZJ + Lepmye + 2,...,ex_1,€er}. Tanto E, quanto Ej, tém menos de % elementos;
portanto, pela hipétese de indugao, é possivel encontrar os maximos de cada um dos conjuntos
(Ma e My, respectivamente). Como todos os elementos de E estao distribuidos entre E, ¢ Ep, a
maximo de E estard em E, ou em Ej. Além disso, como ele é ndao é menor que nenhum outro
elemento, serd o maximo do subconjunto em que estiver. Assim sendo, para determinar o maximo
de E, basta escolher o maior entre M, e M,. O

Observe que a divisao do conjunto E na prova foi feita em duas partes de tamanhos (aprox-
imadamente) iguais. A prova estaria igualmente correta se a divisao nao fosse balanceada. Na
verdade, qualquer parti¢do do conjunto estaria correta: basta que E = E, U Ey, |E,| > 0, |E| > 0
e E,NE, =0.

A figura 3.4 mostra o algoritmo resultante da prova por inducao forte. Repare que, para
resolver uma instancia, o algoritmo o divide em duas instancias menores do mesmo problema. Essa
estratégia de resolucao, muito comum para diversos tipos de problemas, é chamada de divisao-
e-conquista. A fase da divisdo corresponde a criacao das instancias que serao passadas como
parametros nas chamadas recursivas; a conquista é a combinacao dos resultados fornecidos por
essas chamadas.

No caso do problema maz, tanto a etapa da divisao (célculo do elemento “do meio” para a sep-
aragao do vetor em duas partes) quanto a de conquista (escolha do maximo entre as duas respostas)
sao muito simples. Frequentemente, contudo, é necessario realizar algum esforco computacional
em cada uma dessas etapas.
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01 function max (E, left, right): integer {

02 if (left = right) return E[left]; /*caso base*/

03 middle « (right — left)/2; [*divisao*/

04 M, + max (E, left, middle); /*uso da hipotese de inducao™/
05 My «+ max (E, middle + 1, right);  /*uso da hipotese de inducao*/
06 if (Mg > M;) return M; /*conquista™/

07 else return My;

08 }

Figura 3.4: Algoritmo recursivo para [MAX]

3.2 Exemplos

Nesta segao, apresentam-se alguns outros problemas para os quais se podem criar algoritmos a
partir das provas por indugao dos teoremas correspondentes. Conforme se verd, as transformacoes
sao essencialmente as mesmas.

3.2.1 Classificagao em um Campeonato

[CLASS] Ao final um campeonato sem empates em que todos os n participantes jogam entre
si uma tnica vez, determinar uma classificagao (ordem) dos adversarios tal que, para todo ¢ €
{1,2,...,n — 1}, o participante p; vence p;;1.

O teorema correspondente a esse problema ja foi provado no capitulo 2. A tranformacao da
prova apresentada em algoritmo é imediata, conforme mostra a figura 3.5. No cddigo, a funcao
vence (p;, p;) tem valor verdadeiro se p; tiver vencido a partida contra pj; caso contrario, o valor
¢ falso.

01 procedure class (p, n) {
02 if (n=2){

03 if vence (p[2],p[1]) troca (p[1],p[2]);
04 return;
05 )

06 class (p, n — 1);

07 tmp + pln];

08 1 n;

09 while ((vence (tmp,p[i —1])) and (i > 1)) do {

10 pli] < pli —1];
11 i 1;

12 )

13 pli] + tmp;

14}

Figura 3.5: Determinacao da Classificacao dos Participantes de um Campeonato
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3.2.2 Diagonais de um Poligono Convexo

[DIAGS] Dado um poligono convexo de n vértices (sempre numerados no sentido horério), enumere
todas as suas diagonais, identificadas pelos vértices em suas extremidades.

O teorema correspondente a esse problema é o seguinte:

Teorema FE possivel enumerar todas as diagonais de um poligono com k vértices numerados no
sentido hordrio, para todo k > 3.

Prova Por indugao simples. O caso base é o triangulo (n = 3). Como tridngulos nao possuem
diagonais, esse caso é trivial. Como hipdtese de inducao, suponha que seja possivel enumerar
as diagonais de um poligono convexo com n = k — 1 vértices. Deseja-se provar que é possivel
enumerar as arestas de um poligono convexo Pj com k vértices. Sejam vy, vs,vs,...,U—1,0k
os vértices desse poligono, de acordo com a numeracao hordria. Crie um novo poligono Pj_j
composto pelos pontos vi,vs,v3,...,vp—1 (em outras palavras Pr_; é criado a partir de Py pela
substiuicao das arestas vy_,vj e vyv; pela aresta vy_jv1). Pr_; é um poligono convexo com k — 1
vértices e todas as suas diagonais desse poligono sdo também diagonais de Pj. Pela hipdtese
de inducao, é possivel fazer a enumeracao dessas diagonais. Para completar o conjunto, basta
incluir explicitamente as diagonais de P} que nao fazem parte de Py_1: vp—1v; (que é um lado de
Pj._1, nao uma diagonal) e as diagonais que tém vy, (que nao pertence a Pj,_1) como extremidade

(V2Vk, V3V, V4V, - .« , Vg —3Vk, Vk—2VE ). o

A figura 3.6 mostra o pseudocddigo do algoritmo correspondente a essa prova por indugao.
Observe que aretirada de vértices do poligono é feita implicitamente: basta utilizar como parametro
da funcao o numero de vértices do poligono que devem ser considerados. A funcao imprima é
responsavel pela impressao no formato apropriado das arestas determinadas pelos vértices cujos
rétulos sao passados como parametro.

01 procedure diags (P, n) {

02 if (n = 3) return; /*caso base*/

03 diags (P,n — 1); /*uso da hipotese de inducao*®/
05 imprima (n — 1,1); /*aresta v,_1v1*/

06 for i +— 2ton—2do {

07 imprima (i,n); [*aresta viv,*/

08}

09 1

Figura 3.6: Algoritmo para [DIAGS]

3.2.3 Intersecao de Diagonais de um Poligono Convexo

[INTER] Dado um poligono convexo com n vértices (numerados no sentido horario), enumere todas
as intersecoes de pares de diagonais, identificadas pelos rétulos dos vértices que determinam as
diagonais que se interceptam.



3.2 Exemplos 7

A primeira vista, pode parecer que esse é um problema dificil. Afinal, dadas duas diagonais,
nao ha garantias de que se interceptem. E possivel, por exemplo, que as duas diagonais partam
de um mesmo vértice do poligono (nesse caso, considera-se que nao ha intersecao; estamos interes-
sadas apenas nas interagoes que ocorrem no interior do poligono). Mesmo que as diagonais sejam
disjuntas nos vértices, é possivel que nao se interceptem. Assim, para enumerar os cruzamentos
de diagonais, nao ¢é suficiente enumerar todos os pares de diagonais.

No entanto, uma observacao mais cuidadosa do problema mostra que ha um método relativa-
mente simples de fazer enumeracao. Em primeiro lugar, trés vértices distintos jamais determinarao
duas diagonais que se interceptam: qualquer par de diagonais determinado por eles terd um vértice
em comum. Portanto, serao necessarios pelo menos quatro vértices para determinar duas diagonais
que se cruzam. De fato, é facil perceber que, de todos os pares de diagonais determinados por
quatro pontos, em apenas um deles as diagonais se interceptam. Assim, o problema de enumerar
todos os pares de diagonais que se interceptam em um poligono é equivalente a enumerar todas as

quatruplas de vértices do poligono.

Teorema Dado um poligono convezo P,, sendo n o nimero de lados (ou vértices), é possivel
enumerar todas as quddruplas de vértices.

Prova Por inducao simples em n. O caso base é n = 4 (para que haja uma quddrupla, é
necessario haver pelo menos quatro pontos). Esse caso é trivial: todos os quatro vértices (vy,va,vs
e v4) de um quadrildtero convexo formam a tnica quadrupla. Como hipé6tese de indugao, suponha
que seja possivel enumerar todas as quidruplas de um poligono convexo com k vértices. Seja
Pyy1 = (v1,v2,v3,...,Vk, Vg+1) um poligono convexo com k + 1 vértices. Retire o vértice vpy1
desse poligono e construa, ligando v; a vy, o poligono P, = (vi,vs,...,v;). Como Py tem k
vértices, a hipdtese de inducao garante que é possivel enumerar todas as quadruplas de vértices
desse poligono. Claramente, elas sao também qudidruplas de Ppy;. Para completar a lista de
todas as quadruplas desse poligono, resta considerar as que contém o vértice vi41, 0 inico que nao
pertence a Py. Isso é simples: basta adicionar v,4;1 a todas as triplas de vértices de P. O

O pseudocdédigo da figura 3.7 representa o algoritmo recursivo que pode ser derivado da prova
por indugao.

3.2.4 Bolas Distintas em Urnas Distintas

[UdBd] Dadas n bolas distintas e m urnas distintas, enumere todas as configuragdes que as bolas
nas urnas podem formar.

Teorema FE possivel enumerar todas as configuragoes possiveis para a distribui¢cdo de n bolas
distintas entre m urnas distintas.

Prova Por inducao simples em n. O caso base é n = 0. Existe uma tinica maneira de distribuir
zero bola em m urnas: deixar todas vazias. Considere, como hipdtese de inducao, que seja possivel
obter a enumeracao de todas as configuracoes possiveis para a distribuicao de n = k£ — 1 bolas
distintas (k > 1) em m urnas distintas. Deseja-se provar que o mesmo ¢ vélido para n = k bolas
e m urnas. Seja b uma bola qualquer do conjunto de n bolas (a primeira delas, por exemplo).
Para cada urna u; (1 < ¢ < m), haverd pelo menos uma configuracao em que b é colocada em
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01 procedure inter (P, n) {

02 if (n=4) { /*caso base*/

03 imprima (1, 2, 3, 4);

04 return;

05 ;

06 inter (P,n — 1); /*uso da hipotese de inducao™/
07 for i + 1 ton —3 do {

08 for j < (i+1)ton—2do {

09 fork+ (j+1)ton—1do {

10 imprima (i, 7, k,n); /*tripla (vs,v;, v)+ vertice vy,*/
11 }

12 }

13 }

14}

Figura 3.7: Algoritmo para [DIAGS]

u;. Portanto, para garantir que todas as configuragoes sejam listadas, é necessario listar todas as
configuragoes em que b estd em uy, todas em que b estd em us e assim por diante. Considere o caso
genérico u;: desejamos listar todas as configuragoes em que b estd em u;. Isso pode ser feito pela
determinacao de todas as configuragoes possiveis para as k — 1 bolas restantes (nas m urnas) e pela
adicao, em cada uma dessas configuracoes, da bola b a urna u;. A enumeracao de configuracoes
com k — 1 bolas em m urnas é possivel gragas a hip6tese de indugao. Como é necessirio analisar
todas as m posicoes possiveis para b, é necessario aplicar a hipdtese de inducao m vezes. a

Dessa prova deriva imediatamente um algoritmo recursivo para enumerar todas as configuracoes
possiveis para n bolas distintas em m urnas distintas, mostrado na figura 3.8. Na primeira chamada
a essa rotina, a configuragao C (o segundo parametro de entrada) deve corresponder a m urnas
vazias.

01 procedure udbd (b, C, n, m) {

02 if (b>n){

03 imprima a configuracao C'

04 return;

05 }

06 for i + 1 tom do {

07 insira a bola b na urna ¢ da configuracao C;
08 udbd (b+ 1, C, n, m);

09 retire a bola b da urna ¢ da configuragao C;
0 )

1 }

Figura 3.8: Enumeracao das configuracoes para n bolas distintas em m urnas distintas



3.2 Exemplos 9

3.2.5 Ordenacao

[ORD] Dada uma seqiiéncia o de n nimeros reais, encontrar uma permutagio I1 de o em que os

elementos estejam em ordem nao-descrescente, ou seja, II; <Tly < ... <Il,.

O problema de ordenacao é um dos que aparecem com mais frequéncia na literatura. Isso é
evidenciado pela grande quantidade de algoritmo existentes. Nesta secao, serao apresentados trés

diferentes algoritmos, cada um deles baseado em uma prova indutiva para o mesmo teorema:
Teorema T'(n): E possivel resolver [ORD] para n = k, sendo k um inteiro positivo.
Uma primeira versao para a prova desse teorema ¢ apresentada a seguir:

Prova (primeira versao) Por indugao simples. O caso base é trivial: para n = 1, nao hd o que
fazer; uma sequiéncia de um elemento ja estd ordenada. Suponha, por hipétese de inducao, que
seja possivel ordenar uma sequéncia de n = k— 1 nimeros. Deseja-se provar que ¢é possivel ordenar
uma sequéncia de k numeros. Seja Sy a sequéncia a ser ordenada e z o valor do ultimo elemento.
Se removermos z de S}, teremos uma nova seqiiéncia, Sy_1, de tamanho k£ — 1. Pela hipétese de
indugao, é possivel ordenar Sj4;. Resta agora apenas inserir z na posi¢ao correta. Mas isso é
muito simples: basta percorrer a seqiiéncia Si,_; (ja ordenada) do maior para o menor elemento e
inserir z imediatamente apds o primeiro elemento visitado cujo valor seja menor ou igual a z. Se
todos os elementos forem maiores que z, a insercao deverd ser feita antes da primeira posicao de

Sk—1. Em qualquer dos casos, a sequéncia resultante terd os n da seqiiéncia original em ordem. O

Nessa prova, a operacao basica realizada no passo indutivo é a inser¢do de um elemento em
sua posicao correta. Em outras palavras, demonstrou-se que o problema de ordenacao pode ser
resolvido a partir do problema de inser¢ao. Em vista disso, o algoritmo derivado a partir dessa
prova é conhecido como insertion sort, apresntado (em sua versdo recursiva) na figura 3.9. Note
que, nesse algoritmo (e nos dois que se seguem), considera-se que a seqiiéncia de entrada esteja
representada sobre um vetor v de n posigoes; a notagao v[i] representa o elemento na i-ésima
posicao do vetor, sendo 1 < < k.

01 procedure insertionSort (v, n) {
02 if (n =1) return;

03 insertionSort (v, n — 1);

04 tmp + v[n];

05 14 n;

06 while ((v[é — 1] > tmp) and (i > 1)) do {
07 v[i] « vfi = 1];

08 - 1;

09

10 v[i] + tmp;

11}

Figura 3.9: Insertion Sort

Prova (segunda versdo) Por indugao simples. O caso base (n = 1) é trivial e idéntico ao da
primeira versao. Como hipétese de inducao, suponha que seja possivel ordenar uma seqiiéncia de



10 3 Projeto de Algoritmos e Inducao Matematica

n = k — 1 numeros, k > 1. Deseja-se provar que ordenar uma sequéncia Sy de n = k ntumeros é
possivel. Para isso, dada a seqiiéncia S, encontre inicialmente o elemento M de maior valor (isso
pode ser feito utilizando o algoritmo descrito na secao 3.1: trata-se de uma versao do problema
[MAX]). Seja i a posigao na seqiiéncia em que M se encontra (1 < i < k). Se i # k, troque M
com o elemento da k-ésima posicao do vetor. Feito isso, garante-se que M estard em sua posigao
definitiva. Para garantir a ordenacao de toda a sequéncia, resta apenas ordenar seus k— 1 primeiros
elementos. Isso pode ser feito aplicando-se a hipétese de inducao. a

Repare que a tnica diferenca entre essa prova e a anterior estd no passo indutivo. Na primeira
versao, retira-se da seqiiéncia de tamanho k£ um elemento cuja posicao final é desconhecida. Apds
a aplicacao da hipdtese de indugao, insere-se o elemento no trecho ordenado da seqiiéncia. Na
segunda versao, o elemento descartado é cuidadosamente escolhido: trata-se do maior elemento da
sequiéncia, destinado a estar na tltima posi¢ao do vetor. Apés a aplicacao da hip6tese de indugao,
nada mais ha a fazer. Portanto, essa versao da prova mostra que o problema da ordenacao é pode
ser resolvido se o problema da sele¢do do mdzimo (ja estudado) também puder sé-lo. O algoritmo
resultante da segunda versao da prova recebe o nome de selection sort. A versao recursiva do
algoritmo é apresentada na figura 3.10.

01 procedure selectionSort (v, n) {
02 if (n=1) return;

03 maz + 1;

04 for i + 2 ton do {

05 if (v[f] > v[maz]) maz +
06

07 tmp + v[maz];

08 v[maz] < v[n];

09 v[n] « tmp;
10 selectionSort (v, n — 1);
1 }

Figura 3.10: Selection Sort

Prova (terceira versdo) Por indugao forte. Como nos casos anteriores, o caso base é trivial:
uma seqliéncia com um tnico elemento (n = 1) j4 estd ordenada. Considere, como hipétese de
indugao, que seja possivel ordenar uma sequiéncia com n elementos, sendo n < k e k > 1. Deseja-se
provar que é possivel ordenar uma seqiiéncia de k elementos. Considere a seguinte estratégia:
particione a seqiiéncia em duas subseqiiéncias, uma formada pelos [k/2] primeiros elementos e a
outra pelos |k/2| dltimos. Como as duas subseqiiéncias tém tamanho menor que k, a hipétese
de inducao garante que é possivel ordenar cada uma delas separadamente. Uma vez feito isso,
a sequeéncia original nao estard ordenada, mas estara dividida em duas subsequéncias ordenadas.
Para ordena-la completamente, basta intercalar as duas subsequiéncias. a

Esse prova corresponde a um algoritmo um tanto mais complexo que os anteriomente apresen-
tados. Em lugar de resolver um subproblema de menor tamanho, sao resolvidos dois. O passo
indutivo envolve uma operagao que parece mais complexa que a simples selecao ou insercao de
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um elemento: a intercalagao de duas subseqiiéncias. Entretanto, esse método de ordenagao (que

recebe o nome de mergesort) é em geral mais eficiente que insertion sort e selection sort.

01
02
03
04
05
06
07

procedure mergesort (v, left, right) {
if (left = right) return;
middle |(right + left)/2];
mergesort (v, left, middle);
mergesort (v, middle + 1, right);
intercala (v, left, middle, right);

Figura 3.11: Mergesort

Exercicios

. Na prova por inducgao apresentada na secao 3.2.3, nao foi provado que é possivel enumerar

todas as triplas de vértices de um poligono convexo. Prove que isso é de fato possivel e
construa o algoritmo recursivo derivado dessa prova.

. Um dos métodos de ordenacao mais utilizados, quicksort, nao foi apresentado no texto.

Descubra como funciona esse algoritmo e elabore uma prova indutiva do teorema apresentado
na secao 3.2.5 que leva naturalmente ao quicksort.

. Apresente as versdes iterativas dos algoritmos de ordenacdo por insercio (insertion sort) e

selegao (selection sort).

. Construa um algoritmo para intercalar dois vetores ordenados de tamanho n; e ns. (Dica:

utilize um vetor auxiliar de tamanho n; + nz.)

. Apresente uma versao iterativa do algoritmo mergesort. Certifique-se de que ela ordena

corretamente vetores de qualquer tamanho.



