Capitulo 1

Conceiltos Basicos

1.1 O Que Provar: Teoremas

O primeiro passo para a resolugao de um problema é defini-lo correta e precisamente. Tentar
encontrar uma solucao sem que isso seja feito é receita certa para o insucesso. A definicdo do
problema envolve as seguintes questoes:

1. Qual o objeto (ou quais os objetos) em andlise? Deve-se definir claramente qual o “objeto”
sobre o qual se deseja provar algum fato: um tridngulo, um conjunto de nimeros inteiros, a
trajetéria de um projétil.

2. Quais sdo as caracteristicas desse objeto (ou desses objetos)? Em muitos casos, os objetos
identificados possuem caracteristicas especiais importantes para o problema: o triangulo é
retangulo, os nimeros do conjunto sao primos, o projétil é arremessado no vacuo préximo
a superficie da Terra. Todas as informacoes sobre o objeto relacionadas ao problema devem
ser explicitamente mencionadas.

3. O que se deseja provar? Resta agora definir o problema em si. Especificados o objeto e suas
caracteristicas conhecidas, qual outra caracteristica se deseja determinar como verdadeira?
A soma dos quadrados dos catetos é igual ao quadrado da hipotenusa? O conjunto é infinito?
A trajetéria é parabdlica?

Um teorema nada mais é do que uma afirmacao apresenta essas trés caracteristicas. Alguns
exemplos:

Teorema Se em um campeonato sem empates todos os times jogam entre si, entdo € possivel,
independentemente dos resultados, organizar as equipes em uma “fila” de forma que cada uma (a
menos da ultima) tenha sido vitoriosa sobre a sequinte.

Teorema A trajetoria de um projétil arremessado no vdcuo proximo a superficie da Terra €
parabdlica.

Tradicionalmente, um teorema é dividido em duas partes: a hipdtese apresenta as informagoes
conhecidas sobre o problema; a tese representa o que de fato se deseja provar. A forma “padrao”
de um teorema, portanto, seria:
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Teorema Se hipdtese, entao tese.

Essa forma, no entanto, nao é obrigatéria. E o caso do segundo teorema apresentado como
exemplo. Apesar de ndo haver necessidade, ele pode ser facilmente reescrito no formato “padrao”:

Teorema Se um projétil for arremessado no vdcuo proximo a superficie da Terra, entdo sua
trajetoria serd parabolica.

1.1.1 Lemas, Corolarios e Conjecturas

Em algumas situagoes, teoremas recebem denominacoes especiais. Quando um teorema é provado
apenas para auxiliar na prova de um outro teorema (mais complexo), utiliza-se o termo lema
para descrevé-lo. Em outros casos, um teorema é conseqiiéncia imediata de outro teorema mais
complexo. Nesse caso, ele recebe a denominagao de coroldrio. Considere o seguinte exemplo:

Teorema A soma dos dngulos internos de um triangulo € 180 graus.
Corolario Cada angulo de um triangulo equildtero tem 60 graus.

Como a prova de um coroldrio é por definicao muito simples, ela é freqiientemente omitida.
No entanto, isso deve ser feito com cautela. A decisdo de se omitir uma prova (ou mesmo de se
considerar que um teorema é de fato um coroldrio) deve levar em conta nao sé o teorema em si,
mas o publico ao qual ele é apresentado. O que é 6bvio para alguns pode nao sé-lo para outros.

O ultimo caso especial é a conjectura, termo usado para descrever teoremas em potencial cuja
veracidade ou nao ainda estd indeterminada. Apesar de freqlientemente ocorrerem abusos de
linguagem, uma asser¢ao s6 poderd ser considerada um teorema se tiver sido provada. Caso
contrario, trata-se de uma conjectura. Um exemplo famoso é a seguinte assertiva, formulada pelo
matematico francés Pierre de Fermat (1601-1665):

Conjectura Para qualquer valor de n inteiro e maior que 2, ndo existem trés inteiros positivos

T,y ez tais que x™ + y" = 2".

O préprio Fermat provou que a afirmagao é verdadeira para n = 3, mas uma prova para val-
ores arbitrarios de n sé6 foi encontrada em 1995, pelo inglés Andrew Wiles. Portanto, apesar de a
proposicao acima ser ha muito conhecida como o Ultimo Teorema de Fermat, a rigor apenas recen-
temente ela foi algada & condigdo de teorema. Antes disso, tratava-se apenas de uma conjectura.
A Ultima Conjectura de Fermalt.

1.1.2 O Que Nao Provar: Axiomas e Definigoes

A prova de um teorema pode utilizar outros teoremas, desde que eles também tenham sido devi-
damente provados. E dessa forma que se desenvolvem diversas areas de conhecimento: resultados
cada vez mais complexos podem ser provados a partir de resultados mais simples. Essa cadeia, no
entanto, nao é infinita. Ha dois tipos de enunciados que nédo precisam (e ndo podem) ser provados,
as defini¢oes e os axiomas. Em tultima andlise, todos os teoremas sao provados a partir unicamente
deles.

Defini¢do é a enumeragao das propriedades que um determinado objeto (matemdtico ou néo)
deve obrigatoriamente ter (ou deixar de ter) para pertencer a uma determinada classe de objetos.
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Para que um objeto seja considerado um tridngulo, por exemplo, ele deve ser um poligono e deve
possuir exatamente trés lados. Portanto,

Definicao Um triangulo é um poligono de trés lados.
Alguns outros exemplos familiares:
Definigcao Um inteiro p é primo se e somente se for divisivel por exatamente quatro nimeros: 1,
—1,pe—p.
Definicdo O mddulo |r| de um nimero real v ér, se v >0, ou —r, ser < 0.

Evidententemente, toda defini¢ao é correta. Nao ha necessidade (ou maneira) de prové-la. H4
casos, contudo, em que uma mesma entidade recebe duas diferentes defini¢oes. Quando isso ocorre,
é necessario provar que as definigoes se equivalem.

Um azioma é uma afirmagao bésica aceita por todos acerca de um algo. Axiomas sdo normal-
mente informagoes ébvias, baseadas no senso comum:

Axioma Todo numero inteiro tem um unico sucessor.
Axioma FEntre dois pontos distintos no plano eriste uma unica reta.

Repare que axiomas sao distintos de defini¢oes. Enquanto os axiomas podem tratar de uma pro-
priedade qualquer de um objeto, defini¢oes devem necessariamente descrever todas as propriedades
que um objeto deve possuir (ou deixar de possuir) para fazer parte de uma classe de objetos.

1.2 Quantificadores e Negacao

Um teorema (ou uma assercao qualquer, correta ou incorreta) pode tratar de um objeto fixo. Por
exemplo:

Assercao O niumero 31.234.971 € divisivel por 3.

A utilidade desse tipo de resultado é limitada, no minimo. E comum, portanto, que enunciados
contenham quantificadores para expressar resultados mais gerais:

Assercao Todo nimero cuja soma dos digitos (na base 10) é um mailtiplo 3 é divisivel por 3.

Assercao FExiste uma tripla de nimeros inteiros x, y e z tal que x2 + y? = 22.

O quantificador todo é representado por V, e muitas vezes utilizamos o termo qualquer que seja
em seu lugar. Por sua vez, o quantificador existe é denotado por 3. Frequentemente, torna-se
necessario encontrar a negagao de uma asser¢gao. Nesse momento é fundamental compreender
perfeitamente o significado dos quantificadores. Por exemplo, a negativa (ou forma complementar)
das assercoes acima podem ser apresentadas nas formas abaixo.

Assercao Existe um nimero que nao é divisivel por 8 cuja soma dos digitos (na base 10) é um
maltiplo de 3.

Assercao Toda tripla de nimeros inteiros z, y e z € tal que x* + 3% # 22.
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Uma outra forma valida de negar as assergoes originais seria:

Assercao Nem todo nimero cuja soma dos digitos (na base 10) é um maltiplo de 3 é divisivel
por 3.

Assercao Ndo existe uma tripla de nmimeros inteiros =, y e z tal que 2 + y? = 22.

Verifique que todas as negativas das duas primeiras assercoes sao falsas, visto que suas formas
originais sdo verdadeiras (i.e. sdo teoremas).

1.3 Tipos de Provas

Uma vez estudadas as caracteristicas dos teoremas, resta agora determinar como prova-los. Con-
forme se vera, ha diversos tipos de provas, todos igualmente vélidos. Cada teorema possui carac-
teristicas que tornam mais adequado um ou outro método, ou mesmo uma combinagao de métodos.

Independentemente da natureza da prova, deve-se garantir que ela seja inequivoca. Depois
de rigorosamente provado, um teorema jamais deixard de ser verdadeiro. Para isso, todas as
informagoes utilizadas para a prova devem ser verdadeiras, de forma absoluta (sempre) ou por
hipétese (ou seja, validas nas condigdes as quais o teorema se aplica). Isso inclui nao sé as hipGteses
apresentadas no enunciado do teorema, mas também defini¢oes, axiomas e até outros teoremas,
desde que ja devidamente provados e compativeis com as hipéteses.

Relacionado a isso estd o fato de que, se o enunciado trata de um objeto genérico (ou arbitrario),
a prova também deve fazé-lo. Ela deve utilizar como propriedades apenas as hipdteses ou o que for
derivavel a partir delas, de axiomas e de defini¢des. Se uma propriedade ndo é mencionada, nao se
pode assumir ela é valida ou que ndo é vélida. A prova deve ser completamente independente desse
fato. Por exemplo, se o enunciado do teorema é “a soma dos angulos internos de um triangulo é
180 graus”, a prova nao pode usar em momento algum o “fato” de que o triangulo é equildtero,
pois ele nao é verdadeiro em todos os casos. Se o enunciado nada diz sobre a relacao entre os lados
do triangulo, deve-se supor que qualquer relagao é possivel.

1.3.1 Exemplos e Contra-exemplos

Alguns tipos especiais de teoremas prestam-se a provas relativamente simples: a mera apresentagao
de um exemplo ou contra-exemplo. Quando o enunciado afirma que existe um objeto com deter-
minadas caracteristicas, apresentar um tal objeto é suficiente para provar o teorema. Por exemplo:

Teorema Ezistem trés inteiros positivos x, y e z tais que x° + y? = 22.

Prova Os niimeros z =3, y =4 e z = 5 sdo inteiros que satisfazem & restri¢do (3% 442 = 52). O

Observe que, apesar de haver outros exemplos — (5,12,13), (11,60,61), (48,55,73), etc. —
basta apresentar um unico para que o teorema seja considerado provado. Da mesma forma, se o
enunciado do teorema afirmar a existéncia ndo de um, mas de N (uma constante) objetos com
uma dada caracteristica, basta apresentar N objetos distintos como prova. Mas cuidado: se o
teorema tratar da existéncia de infinitos objetos com uma certa caracteristicas, apenas apresentar
exemplos nao é uma prova satisfatoria.



1.3 Tipos de Provas 5

Contra-exemplos sao usados de forma semelhante aos exemplos, mas para provar que uma
determinada conjectura estd errada. Para isso, é necessario que o enunciado afirme que todos os
objetos de certo tipo possuam uma determinada propriedade ou que nenhum a possui. No primeiro
caso, a conjectura serd considerada falsa se for apresentado um objeto que ndo possui a propriedade
para; no segundo caso, o objeto apresentado deve possuir a propriedade. (Na verdade, conforme
discutido na segao anterior, os dois casos sdo equivalentes.) Vejamos um exemplo:

Conjectura Nenhum numero primo € par.
Contraprova A conjectura estd incorreta, pois o niimero 2 é primo e é par. O

Esse é um exemplo extremamente simples, mas nem sempre é esse o caso. H& casos em que
se passam anos, ou mesmo séculos, entre a formulacdo de uma conjectura e o surgimento de um
contra-exemplo. Considere a seguinte conjectura, também proposta por Pierre de Fermat (como
se pode perceber, um matemé&tico muito afeito a conjecturas):

Conjectura Todos os nimeros da forma 22" 4+ 1 sdo primos.

“Prova” Testes triviais mostram que essa afirmacao é verdadeira para valores pequenos de
n. Os cinco primeiros numeros com a forma proposta (a partir de n = 0) sdo 3, 5, 17, 257
e 65537. E relativamente simples verificar que todos sao primos. No entanto, para o nimero
seguinte, 22 41 = 4,294,967,297, a verificagao nao é tao facil. Ainda assim, com base na
certeza da primalidade dos 5 primeiros termos, Fermat formulou sua conjectura. Em 1732 (quase
70 anos depois da morte de Fermat), entretanto, o matemético suico Leonhard Euler (1707-1783)
conseguiu demonstrar que 4,294,967,297 ndo é um nimero primo: 641 e 6,700,417 sao seus divisores.
Portanto, n = 5 é um contra-exemplo que torna falsa a conjectura de Fermat. (Ainda assim, os
niimeros da forma 22" + 1 sio hoje conhecidos como niimeros de Fermat.) a

Como esse problema ilustra, encontrar um contra-exemplo nem sempre é simples. No caso,
foi preciso fatorar um nimero de 10 digitos. Com os computadores atuais e novos métodos de
fatoragao, divisores de niimeros dessa magnitude podem ser facilmente determinados. Na verdade,
é possivel tratar problemas muito maiores; no caso dos nimeros com a forma sugerida por Fermat
(22" + 1), em especial, foram encontrados divisores para todos os valores de n entre 6 (264 4 1) e
13 (28192 +1). Em alguns dos casos, contudo, ainda nao foi possivel realizar a fatoragao completa:
é possivel que um ou mais dos fatores ji encontrados nao sejam primos. De qualquer forma, o
fato de todos os valores de n testados possuirem divisores faz com que atualmente se acredite na
conjectura oposta a de Fermat:

Conjectura Para n > 4, todos os niimeros da forma 22" + 1 sdo compostos.

No entanto, essa conjectura padece do mesmo mal da original: ela se baseia unicamente em
alguns poucos exemplos. Um segundo contra-exemplo pode demonstrar que também ela esta
errada. No entanto, encontrar contra-exemplos é uma tarefa especialmente dificil nesse caso. O
nimero seguinte da seqiiéncia (21384 + 1) tem aproximadamente 5000 digitos!

1.3.2 Forga Bruta

Como os problemas apresentados na se¢do anterior ilustram, exemplos e contra-exemplos sao
métodos muito simples de se provar um teorema, com uma pequena ressalva: é preciso encontra-los,
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0 que nem sempre € facil.

A estratégia normalmente utilizada para encontrar um contra-exemplo ou exemplo é a veri-
ficacao de cada um dos objetos sobre os quais trata o teorema. No caso da conjectura proposta
por Fermat apresentada na secao anterior, por exemplo, o que se fez foi testar paran =10,1,2....
Felizmente, um contra-exemplo foi encontrado para n = 5, um valor relativamente pequeno. No
caso da conjectura oposta, sabe-se que esta é valida paran = 5,...,12 e 13 o que a faz permanecer
na condicao de conjectura.

Nem sempre é esse o caso. Algumas outras conjecturas podem ter sua validade completamente
determinada testando-se cada um dos objetos aos quais elas se aplicam. Para tornar a discussao
mais simples, considere que a conjectura seja expressa com o quantificador todos (expressoes que
utilizam quantificadores como existe ou nenhum podem ser facilmente reescritas usando o quantifi-
cador todos). Se durante os testes for encontrado pelo menos um objeto que falsifique a conjectura,
pode-se afirmar que ela estd errada; se, ao contrario, nenhum dos objetos testados tornar falsa a
conjectura, ela poderd ser considerada verdadeira.

Repare que, para provar que a conjectura é verdadeira, é necessario enumerar todos os objetos
possiveis. Por razoes Obvias, esse método de prova é denominado enumeracdo completa, busca
exaustiva ou forga bruta.

Evidentente, o método sé poderd se constituir numa prova se o nimero de objetos for finito.
Esse nao € o caso, por exemplo, do Ultimo Teorema de Fermat (secao 1.1.1). Para determinar sua
validade por enumeracao completa, seria necessario testar todas as quidruplas (x,y, z,n) com z,
y e z positivos e n > 2, 0 que é claramente impossivel. O maximo que se pode esperar de uma
busca exaustiva em situagoes como essa é que seja encontrado um contra-exemplo que invalide a
conjectura. Provar que ela esta correta, no entanto, nao é possivel por esse método.

Mesmo nos casos em que o nimero de possibilidades é finito, ele pode ser grande demais para ser
analisado. Testes de primalidade de um nimero inteiro, por exemplo, sao normalmente baseados
em busca exaustiva. As técnicas atuais permitem que se fatorem niimeros com até poucas centenas
de digitos, mesmo se houver um grande poder computacional disponivel para a tarefa.

Apesar dessas limitagoes, provas por enumeracao de complexidade cada vez maior tém se tor-
nado possiveis gracas ao desenvolvimento dos computadores. Conjecturas ha muito propostas tém
sido resolvidas gragas a esse método. E o caso do seguinte problema, proposto no século XIX:

Conjectura F impossivel colocar em um tabuleiro de zadrez as 8 pe¢as mais poderosas (rainha,
torres, bispos, cavalos e rei) de forma que todas as 64 casas estejam sob ataque.

Esse foi considerado um problema em aberto por mais de um século, pois nao havia sido encon-
trada uma solugao que o invalidasse nem havia garantias de que em todas as possiveis configuragoes
pelo menos uma casa esté protegida. Em 1977, contudo, Robison, Hafner e Skiena, utilizando um
método baseado em busca exaustiva, conseguiram provar que a conjectura estd correta: o nimero
maximo de casas simultaneamente sob ataque é 63. A prova, no entanto, requereu quase 24 horas
de processamento em computador.

Além desse, hda muitos outros problemas — com grande utilidade pratica — para os quais a
melhor solugao conhecida é a busca exaustiva ou uma variagao dela. Entre eles, talvez o mais
conhecido seja o Problema do Caizeiro Viajante, que pode ser enunciado da seguinte forma:

Teorema Dados um conjunto de n cidades, os comprimentos das estradas existentes entre elas e
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um namero positivo D, determinar se € possivel sair de uma cidade, passar por todas as demais
uma unica vez e retornar a origem percorrendo uma distancia inferior D quilometros.

Uma ultima observacao sobre provas baseadas em busca exaustiva: apesar de ser necessario
verificar todas os possiveis objetos analisados, muitas vezes isso pode ser feito de forma apenas
implicita. Considere, por exemplo, o problema do caixeiro viajante da forma como foi enunciado.
O objetivo é determinar se existe uma permutacgao das n cidades tal que, se elas forem percorridas
nessa ordem, a distancia total serd inferior a D. A solugdo “6bvia” seria enumerar todas as n!
permutagoes e testar uma a uma. Para n = 8, por exemplo, suponha que as primeiras trés cidades
de uma solucgao sejam, na ordem, Cy, Cs e C'5. Se a soma dos comprimentos dos caminhos que levam
Ci a Cy e Cy a (3 ja for maior que a distancia D, pode-se considerar que todas as permutagoes
iniciadas com as trés cidades nessa ordem foram devidamente analisadas, mesmo que isso nao seja
feito explicitamente. Em muitos casos, é possivel adotar argumentos de simetria para reduzir ainda
mais o nimero de permutacoes analisadas. Para o caixeiro viajante, por exemplo, pode-se supor
que todos os caminhos comegam na cidade Cy (por qué?).

Essas e outras técnicas, algumas extremamente elaboradas, sao rotineiramente utilizadas para
tratar de forma mais eficiente problemas praticos. Para muitos deles, isso é tudo o que se pode
fazer, pois é pequena a probabilidade de que eles admitam um método que ndo seja baseado em
forca bruta.

1.3.3 Prova Direta

Provas diretas sdo as mais comumente encontradas e, portanto, sdo extremamente intuitivas. Elas
seguem uma seqiiéncia natural: a partir das informacoes fornecidas (hipéteses), apresentam uma
série de passos logicos interrelacionados até que se chegue ao resultado desejado (tese). Teoremas
relativos a Geometria Plana, por exemplo, em geral tém provas diretas:

Teorema A altura h de um triangulo equildtero de lado a € h = “7‘/5

Prova Por definigdo, o segmento AH, que representa altura de um triangulo equildtero AABC,
forma um angulo reto com a base BC. Forma-se assim o tridngulo retangulo AAH B, que tem
como hipotenusa o segmento AB (que mede a) e como catetos AH (que mede h) e HB. Como
todo triangulo equilédtero é isésceles, a altura divide a base em duas partes iguais; portanto, HB

mede 2. Aplicando o Teorema de Pitdgoras ao triangulo AAH B, temos:

2
h* + (%)2 =a’.

a

O

Resolvendo essa equagao, encontramos h = %Y 3

Nesse caso, foram utilizados apenas argumentos geométricos e algébricos simples para a prova
do teorema. Repare que uma prova (nao sé direta) pode utilizar, além de axiomas e definigoes,
outros teoremas mais basicos. No exemplo, o tinico mencionado explicitamente é o Teorema de
Pitdgoras. A rigor, no entanto, o fato de que a altura um triangulo isésceles divide a base em duas
partes iguais também necessitaria de uma prova.
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1.3.4 Prova Construtiva

Uma prova construtiva apresenta um método, procedimento ou férmula para que se obtenham os
objetos sobre os quais trata o teorema. O método é bastante semelhante & apresentacao de exemplos
(segao 1.3.1), mas sua aplicagao é menos restrita. De maneira geral, uma prova construtiva mostra
como construir ndo um dnico exemplo, mas um conjunto deles (infinitos, possivelmente). Para
melhor compreensao do método, considere o seguinte teorema:

Teorema Egzistem infinitas triplas (x, y, z) de nimeros inteiros positivos tais que x> + y? = 22.

Prova Conjuntos infinitos tém uma propriedade interessante: é possivel determinar subconjuntos
que também sao infinitos. Para provar que o teorema estd correto, basta mostrar como construir
um conjunto infinito de triplas em que z2 + y? = 22, mesmo esse conjunto nao inclua algumas
triplas com essa propriedade.

Comecemos com a tripla (3, 4, 5). Ela atende & propriedade requerida, pois 32 + 42 = 52,
Consideremos agora as triplas da forma (3k, 4k, 5k), com k assumindo qualquer valor inteiro
positivo. Vale a seguinte relacao:

(3k)* + (4k)* = 3%k + 4°k* = (3° + 4°)k* = (5°)k* = (5Kk)°

Portanto, todas as triplas da forma (3k, 4k, 5k) tém a propriedade desejada. Como h4 infinitos
valores de k, h§ infinitas triplas: (3, 4, 5), (6, 8, 10), (9, 12, 15), e assim por diante. Note que,
apesar de nao incluir vdrias (infinitas) triplas vélidas, como (5, 12, 13), o conjunto construido é
infinito, o que basta para provar o teorema. O

Em resumo, para provar que um certo conjunto ¢é infinito, apresentou-se uma prova que da
origem a um subconjunto que em si ja é infinito. Provas construtivas sao tteis também quando o
objeto construido é finito, mas arbitrariamente grande.

Teorema A séric harménica (1+ 5 + 5 + 1 + £ +...) € divergente.

Prova Basta provar que, dado um inteiro M qualquer, é possivel encontrar um inteiro n tal que:

n 1
> = > M.
=1

Em outras palavras, o valor de n deve ser tal que uma série harmonica terminada em % (finita,
portanto) tenha soma maior que M, independentemente do valor dessa constante (basta que seja
finito). Para que a prova seja mais simples, ignore momentaneamente o primeiro termo da série
(1), fazendo-o comegar em 3. Com a retirada de um elemento nao aumenta o valor da soma (pelo
contrario), ela nao invalida a prova.

Considere as seqiiéncias em que n = 2* (k inteiro). Divida uma seqiiéncia desse tipo em
subseqiiéncias terminadas por elementos cujos demominadores sao poténcias de 2 (%, i, %, etc.).
E simples verificar que cada uma das subseqiiéncias tem soma pelo menos 1/2. Para construir
uma seqiiéncia cuja soma é maior que M, basta adicionar subseqiiéncias terminadas em poténcia
de 2 até que a soma seja maior que M. O fato de que cada uma delas é finita e tem um valor
minimo (ou limite inferior) garante que, apds um nimero finito de operagoes, a seqiiéncia gerada
tera soma maior que M.



1.3 Tipos de Provas 9

1 1
Z > 1.2 ==
2 = 2
1+1 - 1+1_21_1
3 4 4 4 7 4
1+1+1+1 - 1+1+1+1_41_1
5 6 7 8 8 8 8 8 8 2
S N L_on1_1
5+1 5+2 n 2 n 2

Ezxercicio: determinar o numero de termos da seqiiéncia resultante.

Observe que as provas construtivas apresentam uma forma para se obter o objeto referido
no teorema, que nos casos acima sao: um conjunto infinito de triplas satisfazendo as condigoes
especificadas e para um valor M dado uma série harmoénica com valor superior a M.

1.3.5 Prova por Contradigcao

Conforme vimos até aqui, teoremas podem ser enunciados de diversas formas equivalentes. Do
mesmo modo, as respectivas provas também podem ser diferentes. Vimos também que teoremas
que podem ser provados por exemplos e conjecturas que podem ser refutadas por contra-exemplos
sao em geral tarefas mais faceis que demonstrar a validade de uma assercao para um conjunto
infinito de objetos. Assim, matemadticos utilizam frequentemente essa liberdade de representagao
de uma assercao para facilitar sua respectivas provas.

A prova por contradigao consiste provar que a negativa de um teorema é falsa. Consequente-
mente, esta prova demonstra que o teorema ¢é verdadeiro. Seja 7 o teorema a ser provado. O que
acabamos de descrever é que se a implicacdo 7 == falso for verdadeira, 7 é verdadeiro. Exemplo:

Teorema FEziste uma quantidade infinita de nimeros primos.

Prova Por contradicao. Vamos provar que a hipdtese Existe uma quantidade finita de numeros
primos é falsa. Assumimos entao que o conjunto de niimeros primos é finito ou, em outras palavras,
que este conjunto pode ser escrito na forma P = {p1,p2,...,n}, onde p; é 0 i-ésimo menor nimero
primo. Para provar que isto é falso, basta apresentarmos um nimero primo que nao pertence a
este conjunto. Um tal nimero primo ¢ pode ser obtido da seguinte forma: ¢ = py.ps..... Pn +
1. Bom, falta ainda demonstrarmos que este nimero é primo. Para isto utilizamos a defini¢ao
de nitimero primo, i.e. um nimero que s6 é divisivel por 1 e por ele mesmo (e os simétricos
destes). Portanto, ntimeros compostos (ndo primos) sdo aqueles que sdo divisiveis por algum
nimero primo. Agora basta verificar que nao existe nenhum nimero em P que divide ¢, o que
permite concluir que ¢ também é primo. Esta conclusao indica que qualquer que seja o conjunto
finito exaustivo de niimeros primos que apresentemos, podemos encontrar um outro nimero primo
que nao pertence a este conjunto e portanto deve ser acresentado a este conjunto. Logo a hipdétese
é falsa e consequentemente o teorema é verdadeiro. O
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Portanto, devemos sempre considerar a possibilidade de uma prova por contradigao, visto que
o trabalho pode ser significativamente simplificado.

1.4 Erros Comuns

Esta segao apresenta erros freqiientemente cometido na tentativa de se provar um teorema. O ob-
jetivo é ilustrar a importancia de algumas das recomendacoes e observagoes feitas no item anterior.
Lembre-se: todas as provas desta secao estao incorretas.

Teorema Em um tridngulo de lados a, b e ¢, vale a relacdo a? = b? + ¢ — 2bccos a, sendo a o
angulo oposto a a.

“Prova” O enunciado trata de um tridngulo arbitrario. Consideremos um triangulo qualquer,
portanto; um triangulo retangulo, por exemplo. De acordo com o teorema de Pitdgoras, vale a
relacdo a? = b2 + ¢2. Substituindo o valor de a? na equacao que se deseja provar, temos:

B2+ =02+ 2 — 2bccosa = 2bccosa =0

Como os lados de um tridngulo tém comprimento estritamente positivo, para que essa equagao
seja verdadeira devemos ter cos @ = 0. No entanto, como se trata de um tridangulo retangulo, isso
¢é imediato: a = 90 = cosa = 0. Portanto, a relagao é vélida. O

Apesar de o teorema estar correto, a prova estd completamente equivocada. Ela ilustra uma
“interpretagao” comum — e errada — da nogao de arbitrariedade. Corretamente, a “prova”
afirma que se trata de um triangulo arbitrario. Ou seja: o teorema vale para qualquer triangulo.
No entanto, o que se faz em seguida é justamente “escolher” o “qualquer”: um triangulo retangulo.
Nesse momento, deixa de haver a arbitrariedade, e tudo o que se diz em seguida é valido somente
para o caso particular selecionado. Portanto, em vez de se provar que a relagao é valida para todos
os tridngulos, provou-se que ela vale para algum tridngulo (o retidngulo).

Em outras palavras, a prova apenas mostra que um ter um angulo reto é uma condigao suficiente
para que a relagdo seja valida em um triangulo. Contudo, essa condigdo ndo é necessaria.

Exercicios

1. Determine os fatores primos de 4,294,967,297.

2. Calcule o niimero de tabuleiros de xadrez formados apenas pelas 8 pecas mais poderosas
(rainha, rei, torres, bispos e cavalos).



